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Obsahem předmětu KMA/TGD1 jsou základy algoritmické teorie graf̊u a výpo-
četńı složitosti. Předmět navazuje na předmět KMA/DMA

”
Diskrétńı matema-

tika“, zařazený do prvńıho ročńıku bakalářského studia FAV, a znalosti v roz-
sahu základńıch skript [1] jsou podmı́nkou porozuměńı tomuto textu. Kapitoly
1 – 7 rozšǐruj́ı a prohlubuj́ı předchoźı poznatky z předmětu

”
Diskrétńı matema-

tika“ a dávaj́ı orientaci v základńıch pojmech teorie graf̊u a jejich aplikaci na
vybrané problémy diskrétńı optimalizace, se zaměřeńım předevš́ım na algoritmic-
kou stránku dané problematiky. Z hlediska celkové koncepce předmětu TGD1 tyto
kapitoly vytvářej́ı aparát pro kapitoly 8 – 9.

Těžǐstěm předmětu jsou kapitoly 8 – 9, jejichž obsahem je úvod do teorie výpočetńı
složitosti a NP-úplnosti. Pochopeńı filosofie výpočetńı složitosti, NP-úplnosti a
vlastnost́ı problémů z tř́ıd P, NP a NPC je hlavńı dovednost́ı, kterou by si student
měl z tohoto předmětu odnést.

Na předmět KMA/TGD1 v letńım semestru navazuje předmět KMA/TGD2,
v němž se využij́ı znalosti pojmů z teorie graf̊u a výpočetńı složitosti. Jeho ob-
sahem je daľśı prohloubeńı poznatk̊u z teorie graf̊u se zaměřeńım předevš́ım na
problémy diskrétńı optimalizace na grafech a śıt́ıch a jejich algoritmické aspekty.

Tento text je pomocným textem k přednáškám, a v žádném př́ıpadě si neklade
ambice být považován za ucelený učebńı text typu učebnice či skript. Obsahuje sice
všechny základńı pojmy, tvrzeńı a jejich d̊ukazy, ale chyb́ı v něm mnohé komentáře,
které jsou pro pochopeńı látky nezbytné. Na konci textu je uveden přehled základńı
literatury, která o teorii graf̊u a NP-úplnosti existuje v českém (a v jednom př́ıpadě
slovenském) jazyce. Z této literatury lze doporučit k doplňuj́ıćımu studiu zejména
knihu [6], j́ıž je tento text bĺızký zejména v kapitolách 8 a 9.

Děkuji studentovi FAV (a nyńı již kolegovi) Přemyslu Holubovi za přepis mých
pracovńıch poznámek do TEXu, který se stal základem tohoto textu, a kolegovi
Tomáši Kaiserovi, který je autorem některých pasáž́ı kapitoly 2.

3. ledna 2007,
Z. Ryjáček

V této verzi textu bylo opraveno několik drobných chyb.

20. zář́ı 2014,

Z. Ryjáček
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6 Nezávislost, dominance, klikovost a jádro grafu 36
6.1 Neorientované grafy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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7.1 k-obarvitelnost a chromatické č́ıslo grafu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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9.2 Problém splnitelnosti logických formuĺı – SAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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1 Algoritmy a výpočetńı složitost – intuitivńı př́ıstup

Z předmětu KMA/DMA Diskrétńı matematika známe řadu prakticky použitelných (
”
efektivńıch“) algo-

ritmů, umožňuj́ıćıch řešit některé problémy z teorie graf̊u: Dijkstr̊uv algoritmus pro nalezeńı minimálńı
cesty mezi dvěma uzly grafu, algoritmus č́ıslováńı uzl̊u pro testováńı acykličnosti grafu a daľśı. Po-
znali jsme i problémy, u nichž jsme konstatovali, že

”
efektivńı“ algoritmus pro jejich řešeńı neńı znám -

sem patř́ı např́ıklad problém rozhodnout o tom, zda daný neorientovaný graf je hamiltonovský. Aparát,
který umožńı postavit tuto klasifikaci problémů z hlediska

”
efektivnosti“ př́ıslušných algoritmů na pevný

základ, vybudujeme v (kĺıčových) kapitolách 8 – 9 tohoto předmětu. Zde si úvodem na intuitivńı úrovni
naznač́ıme otázky, které budou hlavńım předmětem našeho zájmu. Veškeré úvahy v tomto odstavci jsou
pouze motivačńıho charakteru a bez nároku na přesnost; pojmy, které zde zavedeme, źıskaj́ı přesný obsah
až v kapitolách 8 – 9.

Algoritmy, které bývaj́ı považovány za rychlé, potřebuj́ı ke zpracováńı vstupńıch dat velikosti n čas,
který bývá zpravidla shora omezen funkcemi typu n, n log n, n2, n3 a podobně, tj. časovou náročnost
výpočtu je možno shora odhadnout polynomem. Naproti tomu algoritmy, které pracuj́ı metodou

”
hrubé

śıly“, tj. v podstatě prob́ıráńım všech možnost́ı, vyžaduj́ı alespoň 2n krok̊u, pokud prob́ıráme všechny
podmnožiny dané n-prvkové množiny, n! krok̊u, pokud prob́ıráme všechny permutace dané n-prvkové
množiny, nebo dokonce nn krok̊u, pokud prob́ıráme všechna zobrazeńı dané n-prvkové množiny do sebe.
Funkce, udávaj́ıćı počet krok̊u algoritmu jako funkci n (velikosti vstupńıch dat) je tedy alespoň expo-
nenciálńı.

Dramatický rozd́ıl mezi polynomiálńımi a exponenciálńımi algoritmy dobře ilustruje následuj́ıćı ta-
bulka udávaj́ıćı čas, který je potřebný ke zpracováńı vstupńıch dat velikosti n, jestliže je nutno provést
f(n) operaćı a provedeńı jedné operace trvá jednu mikrosekundu.

......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

velikost
vstupńıch
dat n

počet operaćı f(n)
........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

n2 n3 n4 2n n!
............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

20 0,4 ms 8 ms 0,2 s 1 s 77 000 let
......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

40 1,6 ms 64 ms 2,6 s 12 dńı —
......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

60 3,6 ms 0,2 s 13 s 36 600 let —
......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

80 6,4 ms 0,5 s 41 s 3, 6 · 109 let —
......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

100 10 ms 1 s 100 s — —
......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

200 40 ms 8 s 27 min — —
......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

500 0,25 s 125 s 17 hod — —
......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

1000 1 s 17 min 12 dńı — —
.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
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Ještě lépe je tento rozd́ıl patrný z následuj́ıćı tabulky. Vycháźıme v ńı z předpokladu, že jsme schopni
daným algoritmem s časovou náročnost́ı f(n) zpracovat v daném časovém limitu vstupńı data velikosti
n = 100 a ptáme se, jak se zvětš́ı velikost úloh, které jsme schopni zpracovat ve stejném časovém limitu,
jestliže zvýš́ıme rychlost výpočtu 10×, 100×, 1000×.

......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

zrychleńı
výpočtu

počet operaćı f(n)
........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

n2 n3 n4 2n n!
............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

1× 100 100 100 100 100
......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

10× 316 215 177 103 100
......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

100× 1000 464 316 106 100
......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

1000× 3162 1000 562 109 101
.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
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Názorně zde vid́ıme, že pro exponenciálńı algoritmy je typické, že nad jistou mezńı velikost́ı vstupńıch
dat naráž́ıme na bariéru, nad ńıž ani zvýšeńı rychlosti výpočtu o několik řád̊u nemůže znatelně zvětšit
velikost zpracovatelných úloh.

Bylo by jistě možno namı́tat, že algoritmy s časovou náročnost́ı řádu n100, 2100n a podobně jsou poly-
nomiálńı, a přesto budou v praxi nepoužitelné, zkušenost ale ukazuje, že podař́ı-li se u některé úlohy nalézt
polynomiálńı algoritmus, pak se zpravidla daľśım vývojem podař́ı sńıžit stupeň i koeficienty polynomu
na

”
rozumné“ hodnoty. Jedinou dosud známou výjimkou je úloha (reálného) lineárńıho programováńı,

kde v praxi běžně použ́ıvaný simplexový algoritmus (poznáme jej v navazuj́ıćım předmětu KMA/TGD2)
má v nejhorš́ım př́ıpadě exponenciálńı časovou náročnost, ale přesto je v

”
běžných situaćıch“ výhodněǰśı

než nedávno nalezený polynomiálńı (Chačijan̊uv) algoritmus.

Výpočetńı složitost daného algoritmu budeme tedy měřit pomoćı funkce f(n), která udává časovou
náročnost výpočtu (počet krok̊u algoritmu) jako funkci velikosti vstupńıch dat. Algoritmus budeme
považovat za efektivńı, jestliže tuto funkci f(n) lze shora odhadnout polynomem p(n). Pokud takový
odhad neexistuje, budeme algoritmus považovat za neefektivńı.

Problémy, řešitelné polynomiálńımi (efektivńımi) algoritmy budeme nazývat problémy tř́ıdy P. Do
tř́ıdy P patř́ı většina problémů, které jsme dosud poznali: minimálńı kostra, minimálńı a kritická cesta,
acykličnost grafu, distančńı matice. Všimneme si zde toho, že algoritmy, které řeš́ı tyto úlohy, pracuj́ı
vesměs deterministicky, tj. v každém kroku je jednoznačně určen krok následuj́ıćı.

Na druhé straně, u řady úloh prostě z principiálńıch d̊uvod̊u polynomiálńı algoritmus źıskat nelze.
Jako př́ıklad stač́ı uvést úlohu generovat všechny kostry daného grafu – v́ıme, že neorientovaný graf na n
uzlech může mı́t až nn−2 r̊uzných koster.

Mezi těmito skupinami je třet́ı skupina úloh, pro které dosud neńı nalezen efektivńı algoritmus, ale
také neńı dokázána jeho neexistence. Pro tyto úlohy je charakteristické, že podař́ı-li se nám

”
náhodou“

nalézt řešeńı, pak je možné v polynomiálńım čase prověřit jeho správnost. K nalezeńı tohoto řešeńı
jsou ovšem známy – při zachováńı požadavku polynomiality – pouze algoritmy nedeterministické, které
pracuj́ı s náhodným generováńım (jakožto modelem

”
uhádnut́ı“ hledaného řešeńı). Je zde ovšem možnost

nalezeńı řešeńı deterministicky hrubou silou (prob́ıráńım všech možnost́ı), počet krok̊u takových algoritmů
je ale nejméně exponenciálńı. Stejnou náročnost má zodpovězeńı otázky existence řešeńı v př́ıpadě, kdy
odpověd’ je záporná. Typickým představitelem úlohy z této tř́ıdy je úloha rozhodnout, zda v daném
grafu existuje hamiltonovská kružnice: podař́ı-li se nám hamiltonovskou kružnici

”
uhádnout“, pak se

v polynomiálńım čase přesvědč́ıme o správnosti řešeńı – pro deterministické nalezeńı hledané kružnice
nebo ověřeńı jej́ı neexistence jsou ale známé jen neefektivńı postupy typu hrubá śıla. Daľśı podobné úlohy
poznáme v kapitolách 6 a 7.

Tř́ıda úloh, řešitelných nederministicky v polynomiálńım čase, se nazývá tř́ıda NP (nedeterministicky
polynomiálńı) a obecně plat́ı P ⊂ NP. Neńı ale dosud známo, jestli je P = NP nebo jestli je P ̸= NP.
A co v́ıce: ve tř́ıdě NP existuje celá řada úloh, o nichž je dokázáno, že kdyby se podařilo naj́ıt polynomiálńı
algoritmus pro některou z nich, pak z tohoto algoritmu lze odvodit polynomiálńı algoritmy i pro všechny
ostatńı problémy této tř́ıdy. Úlohy této podskupiny jsou tedy co do efektivnosti řešeńı ekvivalentńı -
bud’to jsou všechny řešitelné v polynomiálńım čase, nebo neexistuje efektivńı algoritmus pro žádnou
z nich. Dosud ale neńı známo, která z těchto možnost́ı nastává. Tyto úlohy se nazývaj́ı NP-úplné a patř́ı
mezi ně např́ıklad zmı́něný problém existence hamiltonovské kružnice. Mezi NP-úplné úlohy patř́ı mnohé
d̊uležité úlohy z nejr̊uzněǰśıch oblast́ı diskrétńı matematiky, teoretické informatiky, z operačńı alalýzy,
teorie kódováńı, z teorie č́ısel a daľśıch oblast́ı. Problém efektivńı řešitelnosti těchto úloh, tj. otázka, zda
plat́ı P = NP nebo P ̸= NP, zvaný NP-problém, patř́ı mezi nejd̊uležitěǰśı otevřené problémy moderńı
matematiky, a přes velké úsiĺı z̊ustává stále nevyřešen. Všeobecně se ale předpokládá, že tyto tř́ıdy rovny
nejsou.

Poznamenejme, že to, co bylo dosud řečeno, se týká rozhodovaćıch úloh, tj. úloh, u nichž výstupem
je odpověd’ ANO či NE na danou otázku. U optimalizačńıch úloh (najděte největš́ı, nejmenš́ı, nejlepš́ı
atd. objekt z dané množiny) je nutno úlohu nejprve převést na rozhodovaćı úlohu, která je z hlediska
existence efektivńıho algoritmu s danou úlohou ekvivalentńı. Konkrétńı př́ıklady poznáme ve druhé části
tohoto textu.
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2 Toky v śıt́ıch

Teorie tok̊u v śıt́ıch je motivována úlohami z kategorie tzv. dopravńıch problémů, v nichž je ćılem op-
timalizovat přepravu nějakého produktu v transportńı śıti, př́ıpadně optimalizovat strukturu této śıtě.
Jedná se o úlohu s bohatými aplikacemi, a to jak teoretického charakteru v teorii graf̊u (mnohé grafové
úlohy, v nichž

”
nikde nic neteče“ lze řešit převodem na toky), tak i při praktickém řešeńı optimalizačńıch

problémů.
V tomto předmětu se omeźıme na otázku existence toku v obecné śıti a na problém maximálńıho

toku v śıti s jedńım zdrojem a jedńım stokem. Obecnou optimalizačńı úlohu, kdy je nav́ıc u každé hrany
zadána cena a minimalizujeme celkovou cenu toku, poznáme v navazuj́ıćım předmětu KMA/TGD2.

2.1 Śıt’, existence toku v śıti

Definice 2.1. Śıt’ je orientovaný graf G⃗ s ohodnoceńım hran r : H(G⃗) −→ (0,∞) a ohodnoceńım uzl̊u

a : U(G⃗) −→ R.

Śıt’ je tedy orientovaný graf s kladným reálným ohodnoceńım hran a s reálným (připoušt́ıme i záporné
hodnoty) ohodnoceńım uzl̊u.

V této kapitole budeme uzly grafu G⃗ považovat za oč́ıslované č́ısly 1, . . . , n (kde n = |V (G⃗)|). Ohod-

noceńı a(i) uzlu i ∈ U(G⃗) budeme krátce značit ai, a obdobně ohodnoceńı r((i, j)) hrany (i, j) ∈ H(G⃗)
budeme krátce značit rij (i, j = 1, . . . , n). Obdobný je i význam č́ısel xij v následuj́ıćı definici.

Definice 2.2. Bud’ G⃗ śıt’ s ohodnoceńım uzl̊u ai a s ohodnoceńım hran rij . Tok v śıti G⃗ je nezáporné

hranové ohodnoceńı x : H(G⃗) −→ ⟨0,∞), splňuj́ıćı následuj́ıćı podmı́nky:

1. pro každý uzel i ∈ U(G⃗) plat́ı ∑
j;(i,j)∈H(G⃗)

xij −
∑

j;(j,i)∈H(G⃗)

xji = ai ,

2. pro každou hranu (i, j) ∈ H(G⃗) plat́ı

0 ≤ xij ≤ rij .

Př́ıklad. Mějme jistou množinu měst, oč́ıslovaných č́ısly 1, . . . , n, a tato města jsou spojena železničńı
śıt́ı. Sestroj́ıme graf G⃗ na n uzlech tak, že (i, j) ∈ H(G⃗) právě tehdy, jestliže i-té město je bezprostředně
spojeno železnićı s j-tým městem (předpokládáme-li obousměrnost trat́ı, dostaneme vždy dvojici hran
(i, j) a (j, i)). Ve zmı́něných městech se vyráb́ı a spotřebovává jistý produkt. Velikost výroby v i-tém
městě za jednotku času označme bi, velikost spotřeby za jednotku času označme ci a položme ai = bi−ci,
i = 1, . . . , n. Označme rij celkové množstv́ı produktu, které lze převézt po trati (i, j) za jednotku času
(obecně může být rij ̸= rji). Jestliže č́ısla xij maj́ı význam skutečného množstv́ı produktu, které se za
jednotku času přeprav́ı po trati (i, j), tj. z i-tého města do j-tého města, pak evidentně pro každou trat’

(i, j) ∈ H(G⃗) bude platit 0 ≤ xij ≤ rij , což je podmı́nka 2 z definice 2.2. V každém uzlu i přitom muśı
platit

”
zákon zachováńı“, podle něhož rozd́ıl celkového množstv́ı produktu vyvezeného (

”
vytékaj́ıćıho“)

z uzlu i po všech hranách (i, j) ∈ H(G⃗) a celkového množstv́ı produktu přivezeného (
”
vtékaj́ıćıho“) do

uzlu i po všech hranách (j, i) ∈ H(G⃗) muśı být roven množstv́ı produktu, jež se v i-tém uzlu
”
nedostává“

(při ai < 0), resp. jež v i-tém uzlu
”
přebývá“ (při ai > 0), což je podmı́nka 1 z definice 2.2.
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Definice 2.3. Je-li i ∈ U(G⃗), pak se č́ıslo ai nazývá intenzita uzlu i; pro (i, j) ∈ H(G⃗) se č́ıslo rij
nazývá propustnost hrany (i, j). Je-li ai > 0, pak se uzel i nazývá zdroj, při ai < 0 se uzel i nazývá stok.
Je-li ai = 0, budeme ř́ıkat, že uzel i je neutrálńı uzel.

Př́ıklad.
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Jak se snadno přesvědč́ıme, v žádné ze śıt́ı na obrázku neexistuje tok (zd̊uvodněte si proč). Vid́ıme tedy,
že v dané śıti obecně nemuśı tok existovat. Naš́ım prvńım úkolem bude vyjasněńı podmı́nek, za nichž
v dané śıti existuje (alespoň jeden) tok.

Nejprve ale zavedeme některé potřebné pojmy a označeńı.

Definice 2.4. Necht’ G⃗ je śıt’, A ⊂ U(G⃗) je množina uzl̊u, a položme Ā = U(G⃗) \A. Množina hran

(A, Ā) = {(x, y) | x ∈ A, y ∈ Ā}

se nazývá řez śıtě G⃗.

Poznámka. Čtenář se snadno přesvědč́ı, že naše definice řezu je orientovanou analogíı pojmu separace,
známého z předmětu KMA/DMA (viz kap. 10.4 skript

”
Diskrétńı matematika“). Použ́ıváme zde termı́n

”
řez“ (který byl vyhrazen pro minimálńı separace), protože je to v této souvislosti v literatuře obvykleǰśı.
Uvid́ıme později, že v d̊uležitých situaćıch budou řezy, které nás budou zaj́ımat, splňovat podmı́nku
minimality.

Necht’ G⃗ je śıt’ a A ⊂ U(G⃗) je množina jej́ıch uzl̊u. Zavedeme následuj́ıćı označeńı:

je-li f : U(G⃗) −→ R funkce na U(G⃗), označ́ıme f(A) =
∑
i∈A

fi,

je-li g : H(G⃗) −→ R funkce na H(G⃗), označ́ıme g(A, Ā) =
∑

(i,j)∈(A,Ā)

gij .

Tvrzeńı 2.1. Necht’ G⃗ je śıt’, x je tok v G⃗ a necht’ A ⊂ U(G⃗) je množina uzl̊u G⃗. Pak plat́ı

a(A) = x(A, Ā)− x(Ā, A).

Důkaz. Podle definice toku (definice 2.2) pro množinu A plat́ı:

a(A) =
∑
i∈A

ai =
∑
i∈A

(
∑

j;(i,j)∈H(G⃗)

xij −
∑

j;(j,i)∈H(G⃗)

xji) =
∑
i∈A

∑
j;(i,j)∈H(G⃗)

xij −
∑
i∈A

∑
j;(j,i)∈H(G⃗)

xji.

V tomto výrazu je prvńı člen roven celkovém součtu hodnot tok̊u, vytékaj́ıćıch ze všech uzl̊u množiny
A – z těchto tok̊u některé směřuj́ı do jiných uzl̊u z A, některé do uzl̊u z Ā; prvńı výraz je tedy roven
x(A,A) + x(A, Ā). Obdobně druhý výraz je roven celkovém součtu hodnot tok̊u, vtékaj́ıćıch do všech
uzl̊u množiny A, z nichž některé přicházej́ı z uzl̊u z A, jiné z uzl̊u z Ā, takže je roven x(A,A) + x(Ā, A).
Odtud dostáváme

a(A) = (x(A,A) + x(A, Ā))− (x(A,A) + x(Ā, A)),
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odkud
a(A) = x(A, Ā)− x(Ā, A).

2

Věta 2.1. V śıti existuje tok, právě když a(U(G⃗)) = 0 a pro každou množinu uzl̊u A ⊂ U(G⃗) je
a(A) ≤ r(A, Ā).

Důkaz. 1. Dokážeme, že podmı́nky věty jsou pro existenci toku nutné. Předpokládejme tedy, že v śıti
G⃗ existuje tok. Protože pro každou hranu (i, j) ∈ H(G⃗) plat́ı 0 ≤ xij ≤ rij , je x(A, Ā) ≤ r(A, Ā) a

x(Ā, A) ≥ 0. Z tvrzeńı 2.1 tedy vyplývá, že a(A) ≤ r(A, Ā). Speciálně pro A = U(G⃗) je Ā = ∅, takže
a(U(G⃗)) = 0.

2. Tvrzeńı o tom, že podmı́nky věty jsou postačuj́ıćı, dokážeme později (v kapitole 2.6) po vyšetřeńı
jednoho d̊uležitého speciálńıho př́ıpadu. 2

2.2 Śıt’ s jedńım zdrojem a jedńım stokem

Jako speciálńı př́ıpad uvažujme śıt’ G⃗ s jedńım zdrojem z a jedńım stokem s; všechny ostatńı uzly śıtě
G⃗ necht’ jsou neutrálńı. Je-li intenzita zdroje z rovna č́ıslu a ≥ 0, pak nutně muśı mı́t stok intenzitu −a
(jinak by v śıti G⃗ nemohl podle věty 2.1 existovat žádný tok). Jestliže v naš́ı śıti existuje nějaký tok x,
pak př́ıslušná hodnota intenzity zdroje vyjadřuje

”
množstv́ı produktu“, přepraveného po śıti ze zdroje z

do stoku s. Toto č́ıslo, tj. př́ıslušná intenzita zdroje, se nazývá velikost toku x a budeme ji značit |x|.
Polož́ıme-li a = 0 a xij = 0 pro všechna i, j, pro něž (i, j) ∈ H(G⃗), pak zřejmě funkce x splňuje

podmı́nky definice 2.2 a tedy je tokem. Krátce řečeno - v každé śıti existuje alespoň jeden tok, a sice tok
nulové velikosti. Má tedy smysl ptát se na největš́ı možnou velikost toku v dané śıti.

Definice 2.5. Necht’ G⃗ je śıt’ s jedńım zdrojem z a jedńım stokem s, a necht’ x je tok v G⃗. Řekneme,

že tok x je maximálńı tok v G⃗, jestliže pro každý tok x′ v G⃗ plat́ı

|x′| ≤ |x|.

Definice 2.6. Necht’ G⃗ je śıt’ s jedńım zdrojem z a jedńım stokem s, a necht’ (A, Ā) je řez śıtě G⃗.

Č́ıslo r(A, Ā) se nazývá propustnost řezu (A, Ā).

Řekneme, že řez (A, Ā) je minimálńı řez śıtě G⃗, jestliže pro každý řez (A′, Ā′) śıtě G⃗ plat́ı

r(A, Ā) ≤ r(A′, Ā′).

Jsou-li u, v ∈ U(G⃗) dva uzly G⃗, pak řekneme, že řez (A, Ā) odděluje uzly u, v, jestliže u ∈ A a v ∈ Ā.

Tvrzeńı 2.2. Necht’ G⃗ je śıt’ s jedńım zdrojem z a jedńım stokem s, necht’ (A, Ā) je řez śıtě G⃗, odděluj́ıćı

z a s, a necht’ x je tok v G⃗. Pak plat́ı:

(i) |x| = x(A, Ā)− x(Ā, A),

(ii) |x| ≤ r(A, Ā).

Důkaz. Tvrzeńı (i) je př́ımým d̊usledkem tvrzeńı 2.1, (ii) plyne ihned z tvrzeńı (i) a z vlastnosti 2
z definice toku. 2
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2.3 Maximálńı tok

Nás v této kapitole zaj́ımá předevš́ım maximálńı tok, jeho vlastnosti a možné postupy jeho hledáńı.
Jeden pokus o takový postup by mohl vypadat např́ıklad tak, že začneme s nulovým tokem a postupně
jej modifikujeme podle následuj́ıćıho pravidla: existuje-li orientovaná cesta P ze z do s, jej́ıž žádnou
hranou zat́ım ‘neteče’ celý povolený objem (propustnost této hrany), pak přičteme k hodnotám toku na
hranách cesty P maximálńı možné č́ıslo c, pro které nebude překročena propustnost žádné z hran. Protože
přič́ıtaná velikost je pro všechny hrany cesty stejná, snadno ověř́ıme, že dostaneme opět tok. Jeho velikost
bude nav́ıc větš́ı než velikost p̊uvodńıho toku. Uvedenou úpravu opakujeme, dokud lze naj́ıt orientované
cesty s požadovanou vlastnost́ı. Pokud taková cesta neexistuje, náš tok je jistě maximálńı — nebo ne?

Ne. Př́ıklad, který ukazuje, že tato metoda je př́ılǐs naivńı, je uveden na obrázku. Dejme tomu, že
jsme v śıti na obrázku (a) v prvńım kroku našli tok, znázorněný tučně na obr. (b). Náš algoritmus skončil

s tokem o velikosti 1, hledaná orientovaná cesta P neexistuje. Maximálńı tok v śıti G⃗ má však zjevně
velikost 2.
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(b)

Lze namı́tnout, že problém byl zp̊usoben nevhodnou volbou cesty P v prvńım kroku. To je pravda,
dá se totiž dokázat, že pro každou śıt’ existuje posloupnost ‘vhodných’ výběr̊u cesty P , pro kterou nám
skutečně vyjde maximálńı tok. Pot́ıž je v tom, že nemáme po ruce žádný návod, jak poznat vhodný výběr
od nevhodného. Proto nám nezbude než tento postup definitivně zavrhnout. V př́ı̌st́ım odd́ılu si ukážeme
tzv. Ford–Fulkerson̊uv algoritmus, který danou úlohu řeš́ı uspokojivě.

Zavedeme nyńı několik pojmů, na kterých je tento algoritmus založen, a využijeme je v d̊ukazu velmi
d̊uležité věty, Ford–Fulkersonovy věty o maximálńım toku.

Definice 2.7. Necht’ u,w ∈ U(G⃗). Polocesta z u do w je posloupnost u = v0, h1, v1, h2, . . . , hk, vk = w,

kde vi jsou navzájem r̊uzné uzly, hi jsou hrany a pro každé i = 1, . . . , k plat́ı bud’ hi = vi−1vi (pak jde o

souhlasnou hranu dané polocesty) nebo hi = vivi−1 (nesouhlasná hrana).

Necht’ x je tok v śıti G⃗. Rezerva polocesty P je nezáporné č́ıslo

Θ(P ) = min
(
{rij − xij | (i, j) je souhlasná hrana P} ∪ {xij | (i, j) je nesouhlasná hrana P}

)
.

Polocesta P je rezervńı, jestliže Θ(P ) > 0.

Řekneme-li, že hrana (i, j) je nasycená, je-li xij = rij , a že je nulová, pokud xij = 0, pak polocesta je
rezervńı, právě když neobsahuje žádnou souhlasnou nasycenou ani nesouhlasnou nulovou hranu.

Nav́ıc, dohodneme se, že triviálńı polocestu (tj. polocestu o jediném uzlu) budeme také považovat za
rezervńı.

Na význam této definice ukazuje následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 2.3. Necht’ G⃗ je śıt’ s jedńım zdrojem z a jedńım stokem s, a necht’ x je tok v G⃗. Existuje-li
v G⃗ rezervńı polocesta ze z do s vzhledem k x, pak tok x neńı maximálńı.

Důkaz. Necht’ Θ > 0 je rezerva polocesty P ze z do s. Definujeme v G⃗ nový tok x′ předpisem:

x′
ij =

 xij +Θ je-li (i, j) souhlasná hrana P,
xij −Θ je-li (i, j) nesouhlasná hrana P,
xij jinak.

Snadno ověř́ıme, že x′ je opět tok. Protože však |x′| = |x|+Θ, tok x neńı maximálńı. 2
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Nyńı můžeme dokázat nejd̊uležitěǰśı tvrzeńı této kapitoly.

Věta 2.2. [Ford, Fulkerson] Bud’ G⃗ śıt’ s jedńım zdrojem z a jedńım stokem s. Velikost maximálńıho

toku v G⃗ je rovna propustnosti minimálńıho řezu, odděluj́ıćıho z a s.

Důkaz. Necht’ x je maximálńı tok v G⃗. Označme R množinu všech uzl̊u w, pro které existuje rezervńı
polocesta ze z do w. Jistě z ∈ R (d́ıky

”
prázdné“ polocestě) a s /∈ R (protože jinak by podle tvrzeńı 2.3

nemohl tok x být maximálńı).
Každá hrana (i, j) ∈ (R, R̄) je nutně nasycená, protože jinak bychom museli do množiny R přidat

jej́ı koncový uzel. Podobně každá hrana z (R̄, R) je nulová. Plat́ı tedy x(R, R̄) = r(R, R̄) a x(R̄, R) = 0.
Podle tvrzeńı 2.2 (i) je

|x| = x(R, R̄)− x(R̄, R) = r(R, R̄).

Našli jsme tedy řez (R, R̄), který odděluje z a s a jeho propustnost je rovna velikosti toku x. Podle
tvrzeńı 2.2 (ii) muśı j́ıt o minimálńı řez. 2

Všimněme si, že jsme vlastně dokázali opačnou implikaci k tvrzeńı 2.3: neexistuje-li žádná rezervńı
polocesta ze zdroje do stoku, potom množina R (definovaná jako v d̊ukazu věty 2.2) neobsahuje stok, a
tedy |x| = r(R, R̄). Podle tvrzeńı 2.2 (ii) je x nutně maximálńı tok.

2.4 Ford–Fulkerson̊uv algoritmus

Myšlenka d̊ukazu věty 2.2 ukazuje metodu, která umožňuje efektivně ověřit, zda je daný tok x maximálńı.
Stač́ı zkonstruovat množinu R všech uzl̊u, které jsou dosažitelné ze zdroje po rezervńı polocestě. Pokud
s ∈ R, pak náš tok x neńı maximálńı a nalezená polocesta ze z do s umožňuje přej́ıt k toku o větš́ı
velikosti. Pokud na druhou stranu s /∈ R, pak jsme našli řez (R, R̄) s propustnost́ı |x|. Podle tvrzeńı 2.2
(ii) je tento řez d̊ukazem, že x je maximálńı tok.

Na myšlence rezervńı polocesty je založen nejjednodušš́ı algoritmus pro hledáńı maximálńıho toku,
tzv. Ford–Fulkerson̊uv algoritmus.

Algoritmus 2.1. (Ford–Fulkerson̊uv algoritmus)

1. Jako výchoźı tok x zvolme nulový tok: xij := 0 pro každou hranu (i, j) ∈ H(G⃗).

2. Jestliže v grafu G⃗ existuje nějaká rezervńı polocesta P ze z do s, upravme podle ńı tok x:

xij :=


xij +Θ pokud (i, j) je souhlasná hrana polocesty P ,

xij −Θ pokud (i, j) je nesouhlasná hrana polocesty P ,

xij pokud (i, j) nelež́ı na P ,

a pokračujme bodem (2).

3. V př́ıpadě, že rezervńı polocesta ze z do s neexistuje, je tok x maximálńı.

Zp̊usob hledáńı rezervńı polocesty neńı v tomto algoritmu specifikován — můžeme prostě vźıt prvńı,
kterou najdeme.

Aby byl tento postup použitelný, je nutné zaručit, že algoritmus po konečném počtu krok̊u skonč́ı.
V śıti s celoč́ıselnými propustnostmi hran to neńı tak těžké.

Tvrzeńı 2.4. Jsou-li v śıti G⃗ propustnosti všech hran celá č́ısla, pak Ford–Fulkerson̊uv algoritmus
skonč́ı po konečném počtu krok̊u.
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Důkaz. Předevš́ım si všimněme, že po provedeńı každého kroku algoritmu źıskáme tok, jehož hodnota
na každé hraně je celoč́ıselná. Výchoźı nulový tok totiž tuto vlastnost má, a d́ıky celoč́ıselnosti propustnost́ı
je celé i č́ıslo Θ, o které měńıme hodnoty toku. Velikost toku v každém kroku vzroste právě o č́ıslo Θ, které
je větš́ı nebo rovno jedné. Velikost maximálńıho toku je přitom shora omezena propustnost́ı minimálńıho
řezu. Počet krok̊u je tedy konečný. 2

Dá se ukázat, že algoritmus je konečný i v př́ıpadě, že propustnosti jsou racionálńı č́ısla. Pro obecné
reálné propustnosti však (poněkud překvapivě) existuj́ı př́ıpady śıt́ı, kdy Ford–Fulkerson̊uv algoritmus
konečný neńı. My se ve zbytku této kapitoly omeźıme na śıtě s celoč́ıselnými propustnostmi hran.

Jinou slabinou našeho algoritmu je, že doba jeho prováděńı záviśı nejen na počtu uzl̊u a hran śıtě G⃗
(což je přirozené), ale také na propustnostech hran. Uvažme śıt’ na následuj́ıćım obrázku, ve které Q je
nějaké velké č́ıslo.
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Q

Q

Q

Q
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Pokud v každém kroku algoritmu nešt’astnou náhodou použijeme rezervńı polocestu, která procháźı svislou
hranou, změńı se velikost toku vždy jen o 1, takže budeme potřebovat 2Q krok̊u.

Př́ıklad. Najděme maximálńı tok v śıti na následuj́ıćım obrázku.
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a
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c

d

e

2

2

1

1
2

1

2

2
1

4

1

Počátečńı nulový tok snadno zvětš́ıme podél několika orientovaných cest ze z do s. Dejme tomu, že jsme
přidali hodnotu 1 na cestách zads, zces a zbds a dostali jsme tok velikosti 3 na následuj́ıćım obrázku (zde
dvojice č́ısel u hrany (i, j) má význam (xij , rij)).
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(1, 1)
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(0, 2)

(1, 1)

(0, 2)

(0, 2)

(1, 1)

(2, 4)

(1, 1)

Nyńı už žádná orientovaná cesta ze z do s s nenulovou rezervou neexistuje, a mohli bychom se domńıvat,
že jsme našli maximálńı tok. Pokud ale sestroj́ıme množinu R jako v d̊ukazu Ford–Fulkersonovy věty,
zjist́ıme, že s ∈ R, a to kv̊uli polocestě zbecds s rezervou 1. Úpravou toku podél této polocesty dostaneme
následuj́ıćı tok velikosti 4.
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Provedeme-li opět kontrolu maximality (konstrukci množiny R), zjist́ıme, že tentokrát s /∈ R, takže
tok je již skutečně maximálńı. Uzly množiny R jsou označeny kroužky, minimálńı řez je (R, R̄) =
{(a, d), (b, d), (z, c), (e, s)}.

2.5 Edmonds–Karp̊uv algoritmus

Nesnáz se závislost́ı časové náročnosti algoritmu na propustnostech řeš́ı modifikace Ford–Fulkersonova
algoritmu, známá jako Edmonds–Karp̊uv algoritmus. Myšlenka je jednoduchá: zvoĺıme vždy nejkratš́ı
rezervńı polocestu ze z do s (tj. takovou, která má minimálńı počet hran). Dá se ukázat (my to dělat
nebudeme), že v takovém př́ıpadě je počet opakováńı kroku (2) algoritmu nezávislý na propustnostech a

čińı v nejhorš́ım př́ıpadě zhruba m2n, kde m = |H(G⃗)| a n = |U(G⃗)|.
Jak ale zmı́něnou nejkratš́ı rezervńı polocestu naj́ıt? Např́ıklad tzv. prohledáváńım do š́ıřky. Pro-

hledáváńı graf̊u je postup, který je základem mnoha efektivńıch algoritmů a podrobněji se j́ım budeme
zabývat v kapitole 5. Nyńı si jen poṕı̌seme jednu z iteraćı kroku (2).

Dejme tomu, že máme nějaký tok x a hledáme nejkratš́ı rezervńı polocestu ze z do s.

(a) Necht’ T je strom na jediném uzlu z. Dále mějme seznam uzl̊u L s jedinou položkou z. Všechny uzly

śıtě G⃗ kromě zdroje jsou na začátku neoznačené, zdroj je označený.

(b) Je-li L ̸= ∅, pak necht’ v je prvńı uzel seznamu L.

– Je-li v = s, algoritmus konč́ı. Jednoznačně určená polocesta spojuj́ıćı z a s ve stromu T je
hledaná nejkratš́ı polocesta. Uprav́ıme podél této polocesty tok x jako ve Ford–Fulkersonově
algoritmu.

– Jinak označ́ıme všechny neoznačené sousedy w uzlu v, pro něž vw je nenasycená hrana nebo
wv je nenulová hrana, ve stromu T je připoj́ıme hranami k v, a přidáme je na konec seznamu
L. Vyřad́ıme uzel v ze seznamu L a pokračujeme bodem (b).

(c) V př́ıpadě L = ∅ rezervńı polocesta spojuj́ıćı z a s neexistuje a tok x je tedy maximálńı.

2.6 Dokončeńı d̊ukazu věty 2.1

Vrát́ıme se nyńı k obecnému př́ıpadu śıtě s v́ıce zdroji a v́ıce stoky a dokážeme tvrzeńı o tom, že podmı́nky
věty 2.1 jsou postačuj́ıćı pro existenci toku. Tvrzeńı dokážeme tak, že hledaný tok sestroj́ıme převodem
na větu 2.2.

Necht’ tedy v śıti G⃗ je a(U(G⃗)) = 0 a pro každý řez (A, Ā) je a(A) ≤ r(A, Ā). Sestroj́ıme novou śıt’ G⃗′

s jedńım zdrojem a jedńım stokem tak, že ke G⃗ přidáme nový
”
fiktivńı“ zdroj z a nový

”
fiktivńı“ stok s

a spoj́ıme je s uzly śıtě G⃗ podle následuj́ıćıch pravidel:

• je-li ai > 0, pak přidej hranu (z, i) s propustnost́ı ai a uzlu i dej novou intenzitu ai = 0,

• je-li ai < 0, pak přidej hranu (i, s) s propustnost́ı −ai a uzlu i dej novou intenzitu ai = 0,

• je-li ai = 0, pak nedělej nic,

i = 1, . . . , |U(G⃗)| (viz obrázek).
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Z předpokladu a(A) ≤ r(A, Ā) vyplývá, že řez ({z}, {z}) je minimálńım řezem, odděluj́ıćım z a s. Podle

Ford-Fulkersonovy věty 2.2 tedy v śıti G⃗′ existuje tok, který nasycuje hrany řezu ({z}, {z}). Je však

zřejmé, že restrikce takto sestrojeného toku na p̊uvodńı śıt’ G⃗ je hledaný tok v śıti G⃗.
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3 Grafy a matice

V předmětu KMA/DMA Diskrétńı matematika jsme poznali základńı zp̊usoby popisu grafu a jeho vlast-
nost́ı pomoćı matic (incidenčńı matice, matice sousednosti, matice vzdálenost́ı). V tomto odstavci si
ukážeme některé daľśı souvislosti mezi grafovými pojmy a pojmy z lineárńı algebry.

3.1 Distančńı matice ohodnoceného orientovaného grafu a Floyd̊uv algorit-

mus

Připomeňme si následuj́ıćı definici (viz [1], kap. 12.3, nebo [4], kap. 5.4).

Definice 3.1. Necht’ G⃗ je orientovaný ohodnocený graf s množinou uzl̊u U(G⃗) = {v1, . . . , vn} a s hra-

novým ohodnoceńım w : H(G⃗) → (0,∞). Matice Dw(G⃗) = [dwij ]
n
i,j=1, definovaná předpisem

dwij = dw(vi, vj), i, j = 1, . . . , n

se nazývá w-distančńı matice grafu G⃗. 1

Jednu metodu výpočtu matice Dw(G⃗) (pomoćı upraveného násobeńı matic) již známe - viz tvrzeńı
12.6 v textu [1]. Výpočetńı složitost algoritmu založeného na této metodě je O(n4).

Jedńım z nejlepš́ıch známých postup̊u pro řešeńı této úlohy je Floyd̊uv algoritmus, jehož výpočetńı
složitost je pouze O(n3).

Algoritmus 3.1. (Floyd̊uv algoritmus)

1. Polož D0 = [d0ij ]
n
i,j=1, kde

d0ij =


0 pro i = j,

wij pro i ̸= j , (i, j) ∈ H(G⃗),

∞ pro i ̸= j , (i, j) ̸∈ H(G⃗).

2. Pro k = 1, . . . , n postupně vypoč́ıtáváme matice Dk = [dki,j ]
n
i,j=1, kde

dkij = min{dk−1
ij , dk−1

ik + dk−1
kj }. (∗)

3. Dn = Dw(G⃗).

Věta 3.1. Algoritmus 3.1 nalezne w-distančńı matici Dw(G⃗) grafu G⃗ v čase O(n3).

Důkaz. Indukćı podle k dokážeme, že č́ıslo dkij je rovno minimálńı w-délce orientované cesty P⃗ z vi do

vj takové, že pro jej́ı uzly plat́ı U(P⃗ ) ⊂ {vi, vj} ∪ {v1, . . . , vk} (tj. dkij je délka minimálńı cesty z vi do vj
množinou uzl̊u {1, . . . , k}).

1. Pro k = 0 je tvrzeńı zřejmé.

2. Necht’ tvrzeńı plat́ı pro k−1 < n a zvolme pevně indexy i, j tak, že 1 ≤ i, j ≤ n. Je-li P⃗ orientovaná
cesta z vi do vj minimálńı w-délky taková, že U(P⃗ ) ⊂ {vi, vj} ∪ {v1, . . . , vk}, pak bud’to vk /∈ U(P⃗ ), a

pak je podle indukčńıho předpokladu jej́ı w-délka rovna dk−1
ij , nebo vk ∈ U(P⃗ ), a pak je jej́ı w-délka (opět

podle indukčńıho předpokladu) rovna dk−1
ik + dk−1

kj .

1V textu [1] je použ́ıván název
”
matice vážených vzdálenost́ı.“
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Algoritmus vypoč́ıtává n matic D1, . . . ,Dn řádu n, přičemž délka výpočtu každého prvku (krok 2
algoritmu) nezáviśı na n. Celkem tedy n-krát vypoč́ıtáváme n2 prvk̊u matice, výpočetńı složitost je tedy
O(n3). 2

Př́ıklad. Pro graf na následuj́ıćım obrázku postupně dostáváme:

•

•

• •

•

u1

u2

u3 u4

u5

....................................................................................................................................................................................................................................................
............

..........................

4

............................................
............................................................

....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... .........................
.

8
.........................................................................................................................

..........
.......

........
........
........
..

3

...........................
...........................

...........................
...........................

...........................
...........................

...........................
...........................

...........................
...........................

...........................
...........................

...........................
.........................................

..........................

4

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.................................

..........................

7

.............
............
...........
..........
..........
.........
.........
........
........
.......
.......
.......
...........
.............................

..........................

3

.................
.................

.................
.................

.................
.................

.................
.................

.................
.................

.................
.................

.................
.............................................................

3

.......
.......
.......
.......
........
........
.........
.........
..........
..........
...........
............
...........

................

.......

.......

.....

.......
.......
.......
.....
3

.........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
......................................................

.......................................................................................... 8

D0 =


0 4 ∞ ∞ ∞
∞ 0 3 ∞ 8
∞ ∞ 0 ∞ 4
7 ∞ ∞ 0 3
3 8 ∞ 3 0

 ; D1 =


0 4 ∞ ∞ ∞
∞ 0 3 ∞ 8
∞ ∞ 0 ∞ 4
7 11 ∞ 0 3
3 7 ∞ 3 0

 ;

D2 =


0 4 7 ∞ 12
∞ 0 3 ∞ 8
∞ ∞ 0 ∞ 4
7 11 14 0 3
3 7 10 3 0

 ; D3 =


0 4 7 ∞ 11
∞ 0 3 ∞ 7
∞ ∞ 0 ∞ 4
7 11 14 0 3
3 7 10 3 0

 ;

D4 =


0 4 7 ∞ 11
∞ 0 3 ∞ 7
∞ ∞ 0 ∞ 4
7 11 14 0 3
3 7 10 3 0

 ; D5 = Dw(G⃗) =


0 4 7 14 11
10 0 3 10 7
7 11 0 7 4
6 10 13 0 3
3 7 10 3 0

 .

Poznámka. Matici Dw(G⃗) lze také nalézt v čase O(n3) pomoćı Dijkstrova algoritmu. Dijkstr̊uv algo-
ritmus umožňuje nalézt vzdálenosti ze zvoleného pevného uzlu do všech ostatńıch uzl̊u grafu, tj. jeden
řádek distančńı matice, v čase O(n2). Opakujeme-li tento postup n-krát pro r̊uzné výchoźı uzly, dostaneme

matici Dw(G⃗) v O(n3) kroćıch.

3.2 Rozložitelnost matic a struktura orientovaných graf̊u

Definice 3.2. Čtvercová matice A se nazývá rozložitelná, lze-li ji napsat ve tvaru

A =

[
A11 A12

0 A22

]
,

kde A11 a A22 jsou čtvercové matice řádu alespoň 1 a 0 je nulová matice, anebo lze-li ji do tohoto tvaru

převést permutaćı řádk̊u a stejnou permutaćı sloupc̊u.
Čtvercová matice, která neńı rozložitelná, se nazývá nerozložitelná.
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Poznámka. 1. Ekvivalentně: A je rozložitelná, jestliže existuje permutačńı matice P tak, že

PAPT =

[
A11 A12

0 A22

]
.

2. Provád́ıme-li v matici permutaci řádk̊u a stejnou permutaci sloupc̊u, pak hovoř́ıme o simultánńıch
permutaćıch.

Př́ıklad. 1. Matice 
3 10 4 8
0 1 0 6
2 5 2 1
0 3 0 1


je rozložitelná, protože prohozeńım 2. a 3. řádku a 2. a 3. sloupce se převede do tvaru

3 4 10 8
2 2 5 1
0 0 1 6
0 0 3 1

 .

2. Matice 
0 0 1 0
0 0 0 3
0 2 0 0
4 0 0 0


je nerozložitelná, ale prozat́ım jediná možnost, jak to umı́me dokázat, je prověřeńı všech permutaćı řádk̊u
a sloupc̊u.

Následuj́ıćı věta poskytuje efektivńı algoritmus pro testováńı rozložitelnosti matice převodem na gra-
fovou úlohu.

Věta 3.2. Bud’ G⃗ ohodnocený orientovaný graf. Plat́ı:

a) Je-li G⃗ silně souvislý, pak je matice W(G⃗) nerozložitelná.

b) Jsou-li G⃗1, . . . , G⃗k kvazikomponenty grafu G⃗, oč́ıslované tak, že v kondenzaci G⃗C jsou pouze hrany

(G⃗k, G⃗ℓ) pro k < ℓ, a oč́ıslujeme-li uzly grafu G⃗ souhlasně s oč́ıslováńım kvazikomponent, tj. tak,

že je-li i ∈ G⃗k a j ∈ G⃗ℓ pro k < ℓ, pak i < j, pak matice W(G⃗) má tvar

W(G⃗) =


W11 W12 W13 . . . W1k

0 W22 W23 . . . W2k

0 0 W33 . . . W3k

. . .

0 0 0 . . . Wkk

 ,

kde Wii = W(G⃗i), i = 1, . . . , k, a tyto matice jsou již nerozložitelné.

Důkaz. a) Dokážeme ekvivalentńı implikaci: je-li W(G⃗) rozložitelná, pak G⃗ neńı silně souvislý.

Necht’ tedy W(G⃗) má (př́ıpadně po permutaci) tvar

W(G⃗) =

[
A11 A12

0 A22

]
.

Je zřejmé, že simultánńı permutaci řádk̊u a sloupc̊u matice W(G⃗) odpov́ıdá přeč́ıslováńı uzl̊u grafu G⃗.
Bud’ U1, resp. U2, množina uzl̊u odpov́ıdaj́ıćıch matici A11, resp. A22. Pak z žádného uzlu množiny U2
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nevede hrana do některého uzlu z U1, a tedy z žádného uzlu množiny U2 neexistuje orientovaná cesta do
některého uzlu z U1. Graf G⃗ tedy neńı silně souvislý.

b) Necht’ G⃗1, . . . , G⃗k jsou kvazikomponenty grafu G⃗, oč́ıslované podle věty 3.2. Pak mezi žádnými

dvěma kvazikomponentami G⃗i, G⃗j pro i > j neexistuje hrana z G⃗i do G⃗j . To znamená, že matice W(G⃗)
je následuj́ıćıho tvaru:

uzly G⃗1 uzly G⃗2 uzly G⃗3
. . . uzly G⃗k

........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

uzly G⃗1 W(G⃗1) W12 W13
. . . W1k

........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

uzly G⃗2 0 W(G⃗2) W23
. . . W2k

........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

uzly G⃗3 0 0 W(G⃗3) . . . W3k
........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

uzly G⃗k 0 0 0 . . . W(G⃗k)
...............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
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.......
.......
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.......
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Přitom každá kvazikomponenta G⃗i je silně souvislý graf, a tedy podle (již dokázané) části a) jsou všechny

matice W(G⃗i) nerozložitelné. 2

Důsledek 3.1. Čtvercová matice A je nerozložitelná, právě když jej́ı diagram G⃗(A) je silně souvislý.

Př́ıklad. Diagramem matice 
0 0 1 0
0 0 0 3
0 2 0 0
4 0 0 0


(viz př́ıklad před větou 3.2) je cyklus délky 4, který je silně souvislý. Matice je tedy nerozložitelná.

Př́ıklad. Převed’te následuj́ıćı matici
0 1 0 2 3 0
0 0 0 0 0 4
0 5 6 0 0 0
7 0 0 0 8 0
9 10 0 0 11 12
0 13 0 0 0 14


simultánńımi permutacemi na horńı blokově trojúhelńıkový tvar.

Řešeńı: s použit́ım věty 3.2. Diagram matice má 3 kvazikomponenty s množinami uzl̊u {1, 4, 5}, {2, 6}
a {3}. Přeč́ıslováńı uzl̊u definuje simultánńı permutaci, kterou se matice převede do tvaru

0 7 8 0 0 0
2 0 3 0 1 0
0 9 11 0 10 12
0 0 0 6 5 0
0 0 0 0 0 4
0 0 0 0 13 14

 .
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3.3 Slabě rozložitelné matice

Definice 3.3. Řekneme, že čtvercová matice A je slabě rozložitelná, jestliže existuj́ı permutačńı matice

P a Q tak, že

PAQ =

[
A11 A12

0 A22

]
,

kde A11 a A22 jsou čtvercové matice řádu alespoň 1 a 0 je nulová matice.
Čtvercová matice, která neńı slabě rozložitelná, se nazývá úplně nerozložitelná.

Poznámka. 1. Každá rozložitelná matice je slabě rozložitelná, ale nikoliv naopak.
2. Ekvivalentńı definice: A je slabě rozložitelná, jestliže existuje permutačńı matice P tak, že PA je

rozložitelná.

Př́ıklad. 1. Nerozložitelná matice 
0 0 1 0
0 0 0 3
0 2 0 0
4 0 0 0


je slabě rozložitelná: stač́ı prohodit prvńı sloupec s třet́ım a druhý sloupec se čtvrtým.

2. Matice 
1 0 1 0 0
0 1 0 0 1
1 0 0 1 0
0 0 0 1 1
0 1 1 0 0


je úplně nerozložitelná, ale prozat́ım to neumı́me dokázat (jinak než hrubou silou).

Definice 3.4. Bigraf je orientovaný graf G⃗, jehož množinu uzl̊u lze rozložit na disjunktńı neprázdné
podmnožiny U1, U2

2 tak, že pro každou hranu (u, v) ∈ H(G⃗) je u ∈ U1 a v ∈ U2.

Poznámka. 1. Graf G⃗ je bigrafem, právě když G⃗ je (acyklický) graf na n ≥ 2 uzlech, jehož každý uzel
je vstupńı nebo výstupńı.

2. Symetrizace bigrafu je bipartitńı neorientovaný graf (tj. neorientovaný graf s chromatickým č́ıslem
2 – bĺıže v kap. 7).

Definice 3.5. Bud’ A = [aij ] čtvercová matice řádu n; označme U1 množinu řádkových index̊u a U2

množinu sloupcových index̊u matice A. Bigraf matice A je orientovaný graf B⃗(A) s množinou uzl̊u

U = U1 ∪ U2

a množinou hran

H = {(i, j)| i ∈ U1, j ∈ U2, aij ̸= 0}.

2Tj. U1 ∩ U2 = ∅, U1 ∪ U2 = U(G⃗), U1 ̸= ∅ ̸= U2.
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Př́ıklad. Matice

A =


1 0 1 0 0
0 1 0 0 1
1 0 0 1 0
0 0 0 1 1
0 1 1 0 0


má bigraf

B⃗(A) =

•
•
•
•
•

•
•
•
•
•

5

4

3

2

1

5’

4’

3’

2’

1’
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..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
............................

..........................

............................................................................................................................................................................... ................
..........

......................................................................................................................................................................... ..........................

............................................................................................................................................................................... ................
..........

.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
....................................

..........................

...........................................................................................................................................................................................................
.............

..
.........
.........
........

......................................................................................................................................................................... ..........................

......................................................................................................................................................................... ................................................................................................................................................................................................................
..........

...........
..........

.....

Poznámka. Je zřejmé, že také naopak, každému bigrafu lze zřejmým zp̊usobem přǐradit matici.

Definice 3.6. Bud’ G⃗ bigraf s množinou uzl̊u U(G⃗) = U1∪U2. Množina V ⊂ U1, ∅ ̸= V ̸= U1, se nazývá

stabilńı množina v G⃗, jestliže pro množinu uzl̊u

W = {j ∈ U2| ∃i ∈ V tak, že (i, j) ∈ H(G⃗)}

plat́ı

|W | ≤ |V |.

Věta 3.3. Čtvercová matice A je slabě rozložitelná, právě když v jej́ım bigrafu B⃗(A) existuje stabilńı
množina.

Důkaz. 1. Necht’ A je slabě rozložitelná, tj. existuj́ı permutačńı matice P a Q tak, že

PAQ =

[
A11 A12

0 A22

]
.

Označ́ıme-li V množinu index̊u druhého blokového řádku matice PAQ a W množinu index̊u druhého
blokového sloupce matice PAQ, pak v B⃗(PAQ) všechny hrany, vycházej́ıćı z uzl̊u ve V , vedou do uzl̊u

v W , a protože A22 je čtvercová, je |V | = |W |, tj. V je stabilńı. Zbytek vyplývá z toho, že B⃗(A) se od

B⃗(PAQ) lǐśı jen č́ıslováńım řádk̊u a sloupc̊u, tj. uzl̊u v U1 a v U2.

2. Naopak, je-li V stabilńı množina B⃗(A), tj. pro př́ıslušnou W je |W | ≤ |V |, pak v U1 oč́ıslujeme
nejprve uzly mimo V a potom uzly množiny V , a obdobně v U2 oč́ıslujeme nejprve uzly mimo W a potom
uzly množiny W . Provedeme-li v matici A odpov́ıdaj́ıćı permutaci řádk̊u a sloupc̊u, bude mı́t požadovaný
tvar. 2

Př́ıklad. Zjistěte, zda je matice

A =


0 5 −1 0 0
0 2 −3 3 0
2 0 1 0 1
0 0 2 −1 0
3 0 0 −2 2


rozložitelná, slabě rozložitelná nebo úplně nerozložitelná.
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1. Diagram matice A je následuj́ıćı graf:
1•

2•
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G⃗(A):

(V obrázku nejsou zakresleny smyčky na uzlech 2, 3, 4 a 5, které nemaj́ı vliv na silnou souvislost grafu).

Protože je G⃗(A) silně souvislý, je A nerozložitelná.

2. Bigraf matice A je následuj́ıćı graf:

B⃗(A) :

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•
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.................................................................................................................................................................................... ..............
............

Snadno se přesvědč́ıme, že množina V = {1, 2, 4} je stabilńı, nebot’ odpov́ıdaj́ıćı podmnožina množiny
U2 je W = {2′, 3′, 4′}, a tedy |V | = |W |. Po provedeńı př́ıslušných permutaćı je matice A převedena do
tvaru

PAQ =


2 1 0 1 0
3 2 0 0 −2
0 0 5 −1 0
0 0 2 −3 3
0 0 0 2 −1


Matice A tedy je slabě rozložitelná.

Př́ıklad. Matice

A =


1 0 1 0 0
0 1 0 0 1
1 0 0 1 0
0 0 0 1 1
0 1 1 0 0


je úplně nerozložitelná, protože jej́ı bigraf

B⃗(A) =
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nemá stabilńı množinu. Neexistence stabilńı množiny v B⃗(A) je snadno vidět při jeho následuj́ıćım izo-
morfńım nakresleńı.

B⃗(A) =

•
•
•
•
•

•
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•
•
•
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3.4 Regulárńı matice a perfektńı párováńı v bigrafu

Poznatky z odstavce 3.3 ukazuj́ı, že bigraf matice by mohl být vhodným nástrojem studia těch vlastnost́ı
matic, které nezáviśı na permutaćıch řádk̊u a sloupc̊u. Jinou takovou vlastnost́ı je regularita matice.
V tomto odstavci si ukážeme, zda a jak lze z bigrafu matice poznat, zda je tato matice regulárńı.

Definice 3.7. Řekneme, že bigraf G⃗ je lineárńı, jestliže pro každý uzel u ∈ U1 je d−
G⃗
(u) = 1 a pro každý

uzel v ∈ U2 je d+
G⃗
(v) = 1.

Poznámka. Je-li G⃗ lineárńı bigraf, pak nutně |U1| = |U2| a hrany G⃗ definuj́ı vzájemně jednoznačné
zobrazeńı U1 na U2.

Definice 3.8. Je-li G⃗ bigraf a G⃗1 ⊂ G⃗ jeho lineárńı podbigraf, pak ř́ıkáme, že G⃗1 je párováńı v G⃗.
Je-li G⃗1 ⊂ G⃗ párováńı v G⃗ takové, že U(G⃗1) = U(G⃗) (tj. G⃗1 je faktorem bigrafu G⃗), pak ř́ıkáme, že

G⃗1 je perfektńı párováńı v G⃗.

Věta 3.4. 1. Je-li A regulárńı matice, pak jej́ı bigraf B⃗(A) má perfektńı párováńı.

2. Jestliže bigraf G⃗ má perfektńı párováńı, pak existuje regulárńı matice A taková, že B⃗(A) = G⃗.

Důkaz. 1. Je-li A regulárńı, pak det(A) ̸= 0, a tedy v sumě (definice determinantu)

det(A) =
∑
π

zn(π)a1,π(1) · . . . · an,π(n)

je pro alespoň jednu permutaci π0 př́ıslušný součin a1,π0(1) · . . . · an,π0(n) nenulový. Hrany, odpov́ıdaj́ıćı

prvk̊um tohoto součinu, určuj́ı perfektńı párováńı v B⃗(A).

2. Necht’ naopak G⃗ má perfektńı párováńı G⃗1. Sestrojme matici A následuj́ıćım předpisem:

– prvky matice A odpov́ıdaj́ıćı hranám perfektńıho párováńı G⃗1 jsou rovny jedné,
– prvky A odpov́ıdaj́ıćı hranám G⃗ lež́ıćım mimo perfektńı párováńı jsou rovny č́ıslu ε, 0 < ε < 1,
– ostatńı prvky matice A jsou rovny 0.

Pak pro | det(A)| dostaneme dolńı odhad

| det(A)| = |
∑
π

zn(π)a1,π(1) · . . . · an,π(n)|
≥ |a1,π0(1) · . . . · an,π0(n)| − |

∑
π′

zn(π′)a1,π′(1) · . . . · an,π′(n)|,

kde π0 je permutace, pro kterou prvky a1,π0(1), . . . , an,π0(n) odpov́ıdaj́ı hranám perfektńıho párováńı G⃗1,
a v posledńı sumě sč́ıtáme přes všechny permutace π′ r̊uzné od π0. Odtud dále dostaneme

| det(A)| ≥ 1− |
∑
π′

zn(π′)a1,π′(1) · . . . · an,π′(n)| ≥ 1− ε · n! .
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Pro pevné n je
lim

ε→0+
ε · n! = 0 ,

a tedy při dostatečně malém ε > 0 bude det(A) ̸= 0. 2

Př́ıklad. 1. Matice

A1 =

 1 0 0
2 0 0
−1 1 2


je singulárńı, protože jej́ı bigraf

B⃗(A1) =
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•
•
•
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nemá perfektńı párováńı.

2. Uvažujme matici

A2 =

 1 −1 2
2 1 1
1 0 1

 .

Jej́ı bigraf

B⃗(A2) =
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má perfektńı párováńı, přestože A2 je singulárńı. Tento př́ıklad ukazuje, že v prvńım tvrzeńı věty 3.4
neplat́ı ekvivalence.

Poznámka. Modifikujme matici A2 z předchoźıho př́ıkladu následuj́ıćım zp̊usobem.

A2(a) =

 1 −1 2
2 1 1
1 0 a


Pak zřejmě detA2(a) = 3a− 3, a tedy A2(a) je singulárńı právě když a = 1. Tedy A2(a) je regulárńı pro

”
skoro všechny“ hodnoty parametru a. Tento př́ıklad motivuje úvahy následuj́ıćıho odstavce.

3.5 Strukturálńı matice a generická hodnost

Úvodem poznamenejme, že přesné provedeńı d̊ukaz̊u všech tvrzeńı tohoto odstavce by si vyžadovalo
aparát, který přesahuje rámec látky vyučované na inženýrských oborech FAV, a proto bude výklad
v některých částech v́ıce intuitivńı než v jiných kapitolách. Odstavec je zařazen do předmětu protože
ukazuje zaj́ımavou souvislost mezi r̊uznými oblastmi matematiky, a má př́ımé aplikace v teorii ř́ızeńı.

V předchoźım odstavci jsme poznali souvislost mezi regularitou matice A a vlastnostmi jej́ıho bigrafu
B⃗(A). Věta 3.4 ale neńı ekvivalence, pouze implikace. Podstata této

”
obt́ıže“ je v tom, že zat́ımco hodnost

matice (a speciálně regularita) záviśı nejen na struktuře rozmı́stěńı nulových a nenulových prvk̊u v dané

matici, ale i na jejich konkrétńıch hodnotách, bigraf B⃗(A) popisuje pouze strukturu rozmı́stěńı nulových a
nenulových prvk̊u, a na jejich konkrétńıch hodnotách nezáviśı. Chceme-li tedy dostat ekvivalenci, muśıme
naj́ıt maticový pojem s podobnými vlastnostmi.
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Strukturálńı matice řádu n ≥ 1 je čtvercová matice řádu n, u ńıž je dána pouze struktura nulových
a nenulových prvk̊u, ale nejsou určeny jejich konkrétńı hodnoty (na strukturálńı matici tedy můžeme –
poněkud přesněji – pohĺıžet jako na funkci hodnot jej́ıch nenulových prvk̊u). Strukturálńı matice budeme
značit obvyklým zp̊usobem s

”
kř́ıžkem“ na mı́stě nenulových prvk̊u. Př́ıkladem takových strukturálńıch

matic jsou tedy následuj́ıćı dvě matice.

A1 =

 0 0 ×
0 0 ×
× × ×

 ; A2 =

 × × 0
× × 0
0 0 ×

 .

Povšimněme si již nyńı toho, že zat́ımco u matice A2 existuj́ı hodnoty nenulových prvk̊u, při nichž je
vzniklá matice regulárńı, je matice A1 singulárńı pro každou volbu svých nenulových prvk̊u.

Je-li A strukturálńı matice řádu n, maj́ıćı ℓ nenulových prvk̊u (ℓ ≤ n2), pak jej́ı determinant det(A)
je polynomem řádu ℓ v ℓ proměnných, jimiž jsou nenulové prvky A. Např́ıklad, snadno zjist́ıme že
det(A2) = α1,1α2,2α3,3 − α1,2α2,1α3,3, zat́ımco det(A1) je nulový polynom.

Pokud det(A) neńı nulovým polynomem, pak je rovnice det(A) = 0 algebraickou rovnićı řádu ℓ v ℓ
proměnných, a tedy množina všech jej́ıch řešeńı je algebraickou varietou dimenze r ≤ ℓ−1 v ℓ-rozměrném
prostoru Rℓ.

3

Z teorie mı́ry 4 je známo, že pro r < ℓ má každá r-rozměrná algebraická varieta v Rℓ nulovou ℓ-
rozměrnou mı́ru 5. To znamená, že pokud det(A) neńı nulový polynom, pak množina všech řešeńı rovnice
det(A) = 0 je podmnožinou nulové mı́ry v prostoru Rℓ. Odtud plyne, že je-li A strukturálńı matice
řádu n s ℓ nenulovými prvky α1, . . . , αℓ taková, že det(A) neńı nulový polynom, pak při náhodné volbě
parametr̊u α1, . . . , αℓ

6 je pravděpodobnost jevu det(A) = 0 rovna nule. Komplementárńı jev det(A) ̸= 0
má tedy pravděpodobnost 1.

Pro danou strukturálńı matici A jsou tedy pouze následuj́ıćı dvě možnosti:
(i) polynom det(A) je nenulový, a při náhodné volbě nenulových prvk̊u matice A je matice A

regulárńı s pravděpodobnost́ı 1,
(ii) polynom det(A) je nulový a matice A je singulárńı při každé volbě jej́ıch nenulových prvk̊u.

V prvńım př́ıpadě ř́ıkáme, že strukturálńı matice A je genericky regulárńı, ve druhém př́ıpadě je A
genericky singulárńı.

Nyńı j́ıž snadno odvod́ıme následuj́ıćı tvrzeńı, které dává hledanou ekvivalenci.

Věta 3.5. Necht’ A je čtvercová strukturálńı matice. Pak je matice A genericky regulárńı, právě když
jej́ı bigraf B⃗(A) má perfektńı párováńı.

Důkaz. Důkaz věty 3.5 plyne ihned z věty 3.4. 2

Př́ıklad. Strukturálńı matice

A =


0 × 0 × 0 ×
× 0 × × 0 ×
0 × 0 × 0 0
0 0 × 0 × 0
0 × 0 0 0 ×
0 0 0 × 0 ×


3Uvedené pojmy zde přesně nedefinujeme (nebot’ by to přesáhlo rámec tohoto textu), a spoléháme na geometrickou

představu a intuici čtenáře. Např́ıklad – v prostoru R3 je množina všech řešeńı algebraické rovnice xy− z = 0 hyperbolický

paraboloid, což je objekt dimenze 2 (parametrizovatelný dvěma parametry). Ve vyšš́ıch dimenźıch je situace analogická,

pouze obt́ıžněji představitelná geometrickým názorem.
4Pro čtenáře, kteř́ı neabsolvovali základy teorie mı́ry: mı́ra µ(M) množiny M ⊂ Rℓ je – velmi zhruba řečeno – č́ıslo,

které zobecňuje pojem délky, obsahu či objemu do libovolné dimenze. Tedy, mı́ra (jednorozměrná) křivky je jej́ı délka, mı́ra

(dvourozměrná) plochy je jej́ı obsah, mı́ra (trojrozměrná) tělesa je jeho objem atd.
5Názorně: křivka v R3 má nenulovou délku, ale nulový obsah i objem; obdobně plocha v R3 má nenulový obsah, ale

nulový objem.
6při libovolném

”
rozumném“ spojitém rozděleńı náhodného vektoru [α1, . . . , αℓ]
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má bigraf

B⃗(A) =

•
•
•
•
•
•

•
•
•
•
•
•

1

2

3

4

5

6

1’

2’

3’

4’

5’

6’

............................................................................................................................................................................... ................
..........

...........................................................................................................................................................................................................
............

...
.........
.........
........

.........................................................................................................................................................................................................................................................................
.........
.........

........
.......
.......
....

......................
......................

......................
......................

......................
......................

...........................................
..........................

............................................................................................................................................................................... ................
..........

.....................................................................................................................................................................................
...........

...........
..........

.....

........................................................................................................................................................................................................................................
..........

.......

........
........
........
..

......................
......................

......................
......................

......................
......................

...........................................
..........................

............................................................................................................................................................................... ................
..........

......................
......................

......................
......................

......................
......................

...........................................
..........................

............................................................................................................................................................................... ................
..........

..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
............................

..........................

............................................................................................................................................................................... ................
..........

.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
....................................

..........................

......................................................................................................................................................................... ..........................

Povšimněme si toho, že v B⃗(A) vedou z množiny uzl̊u V = {1, 3, 5, 6} ⊂ U1 hrany pouze do uzl̊u množiny

W = {2′, 4′, 6′} ⊂ U2. Kdyby B⃗(A) měl perfektńı párováńı, tak by z každého uzlu množiny V musela

vycházet právě jedna hrana tohoto párováńı, což neńı možné, protože |W | < |V |. Bigraf B⃗(A) tedy nemá
perfektńı párováńı a matice A je genericky singulárńı.

Předchoźı úvahy je možno ještě trochu zobecnit. Z lineárńı algebry v́ıme, že hodnost libovolné nenulové
reálné matice A je rovna řádu jej́ı největš́ı regulárńı podmatice (přesněji: největš́ımu č́ıslu k, pro které
v matici A existuje regulárńı podmatice řádu k). Tuto alternativńı definici hodnosti je možno přenést na
strukturálńı matice a generickou regularitu.

Necht’ A je strukturálńı matice. Největš́ı přirozené č́ıslo k, pro které v matici A existuje genericky
regulárńı podmatice řádu k, se nazývá generická hodnost matice A a znač́ı se gh(A).

Počet hran největš́ıho párováńı v bigrafu B⃗ se nazývá párovaćı č́ıslo bigrafu B⃗ a znač́ı se ν(B⃗).

Aplikaćı věty 3.5 na největš́ı genericky regulárńı podmatici ihned dostaneme následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 3.6. Necht’ A je strukturálńı matice. Pak gh(A) = ν(B⃗(A)).

Př́ıklad. Bud’ A matice z př́ıkladu za větou 3.5. Vı́me již, že A je genericky singulárńı, protože B⃗(A)

nemá perfektńı párováńı. Snadno ale v B⃗(A) najdeme párováńı velikosti 5, a tedy gh(A) = ν(B⃗(A)) = 5.
To znamená, že při

”
náhodném“ dosazeńı nenulových prvk̊u do matice A bude mı́t výsledná reálná matice

s pravděpodobnost́ı 1 hodnost 5.

Závěrem tohoto odstavce zd̊urazněme, že největš́ı párováńı v libovolném bigrafu je možno naj́ıt v po-
lynomiálńım čase převodem úlohy na úlohu maximálńıho toku následuj́ıćı konstrukćı, jej́ıž obdobu již
známe z d̊ukazu věty 2.1 (viz str. 11).

Necht’ B⃗ je bigraf s množinou uzl̊u U(B⃗) = U1 ∪ U2. Bigrafu B⃗ přǐrad́ıme śıt’ s jedńım zdrojem z a

jedńım stokem s tak, že k B⃗ přidáme nový uzel z a nový uzel s, a přidáme
– hrany (z, u) pro všechny uzly u ∈ U1,
– hrany (v, s) pro všechny uzly v ∈ U2

(viz obrázek). Propustnosti všech hran jsou rovny jedné.
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z s

nové hrany nové hrany

Najdeme-li v G⃗ (celoč́ıselný) maximálńı tok, pak hrany bigrafu B⃗ s nenulovým tokem určuj́ı největš́ı

párováńı v B⃗.
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4 Mı́ry souvislosti grafu

V celé následuj́ıćı kapitole termı́n “graf” znamená neorientovaný graf.

4.1 Mosty, artikulace, bloky grafu

Definice 4.1. Hrana {x, y} ∈ H(G) se nazývá most grafu G, jestliže v grafu G neexistuje žádná
kružnice, která ji obsahuje.

Př́ıklad. Každá hrana stromu je jeho mostem; př́ıkladem mostu je též hrana {x, y} na následuj́ıćım
obrázku.
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x y

Tvrzeńı 4.1. Je-li graf G souvislý a hrana {x, y} jeho most, pak graf G− {x, y}, vzniklý odstraněńım
hrany {x, y} z G, je nesouvislý.

Důkaz. Kdyby graf G − {x, y} byl souvislý, existovala by v něm cesta P z x do y. Cesta P by spolu
s hranou {x, y} tvořila v grafu G kružnici, obsahuj́ıćı hranu {x, y}, což je spor. 2

Věta 4.1. Má-li souvislý graf G most, pak má alespoň dva uzly lichého stupně.

Důkaz. Označme G′ nesouvislý graf, který vznikne odstraněńım mostu z grafu G. Kdyby měl graf G
stupně všech uzl̊u sudé, tak by v každé komponentě grafu G′ byl právě jeden uzel lichého stupně, což
zřejmě nelze (uzl̊u lichého stupně je sudý počet). 2

Př́ıklad. Následuj́ıćı dva grafy ukazuj́ı, že uzly lichého stupně mohou být uzly mostu i některé jiné dva
uzly grafu (uzly lichých stupň̊u jsou zakroužkovány).
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Uzlovou analogíı pojmu mostu grafu je pojem artikulace grafu.

Definice 4.2. Uzel x ∈ U(G) je artikulace grafu G, jestliže existuj́ı hrany {x, y1} a {x, y2}, které nepatř́ı
současně téže kružnici grafu G.

Př́ıklad.
(i) Každý nekoncový uzel stromu je jeho artikulace.
(ii) Uzel x na následuj́ıćım obrázku je artikulaćı.
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Poznámka.
1) Grafy na následuj́ıćım obrázku ukazuj́ı, že existence artikulace v grafu nemá (na rozd́ıl od mostu)

žádný vliv na paritu stupň̊u uzl̊u.
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sudé stupně všech uzl̊u
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všechny uzly maj́ı liché stupně

2) Je-li hrana {x, y} mostem, pak oba uzly x, y jsou artikulacemi. Jinak řečeno: nemá-li graf arti-
kulaci, pak nemůže mı́t ani most.

Definice 4.3. Bud’ G graf, G′ ⊂ G jeho souvislý podgraf. Řekneme, že G′ je blok grafu G, jestliže:

a) G′ nemá artikulaci,

b) jestliže G′′ je souvislý graf bez artikulace takový, že G′ ⊂ G′′ ⊂ G, pak G′′ = G′.

Poznámka.
1) Blok je maximálńı souvislý podgraf bez artikulace.
2) Je-li {x, y} most, pak podgraf o jediné hraně {x, y} je blok G (každý most je blokem grafu).

Tvrzeńı 4.2. Bud’ G souvislý graf s alespoň dvěma hranami. Pak G nemá artikulaci, právě když pro
každé dvě jeho hrany existuje kružnice, na ńıž obě lež́ı.

Důkaz. 1. Jestliže G má artikulaci, pak podle definice artikulace existuj́ı hrany {x, y1}, {x, y2}, nelež́ıćı
na kružnici.

2. Necht’ naopak existuje dvojice hran h1, h2, nelež́ıćı na téže kružnici. Kdyby h1, h2 měly společný
uzel x, pak x je artikulaćı a jsme hotovi. Tedy každá taková dvojice hran h1, h2 je ve vzdálenosti alespoň 1.
Zvolme h1, h2 tak, že jejich vzdálenost (tj. minimum vzdálenost́ı jejich uzl̊u) je nejmenš́ı možná, a necht’

P = u1u2 . . . uk je př́ıslušná nejkratš́ı cesta. Zvolme označeńı tak, že h1 = {u1, v1} a h2 = {uk, v2}.
Z minimality cesty P plyne, že existuje kružnice C1, obsahuj́ıćı hrany {u1, v1} a {uk−1, uk}. Protože uk

neńı artikulaćı, existuje kružnice C2, obsahuj́ıćı {uk−1, uk} a {uk, v2}. Podle předpokladu C2 neobsahuje
h1. Množina hran H(C1) ∪ H(C2) tedy definuje uzavřený tah, obsahuj́ıćı hrany h1, h2 právě jednou.
Z tohoto tahu lze zřejmým zp̊usobem vybrat požadovanou kružnici. 2

Důsledek 4.1. Pro každé dvě hrany bloku, který neńı mostem, existuje kružnice, na ńıž obě lež́ı.

Věta 4.2. Bud’te G1, G2 dva bloky grafu G. Pak bud’to G1 = G2, nebo G1 a G2 nemaj́ı žádnou
společnou hranu.

Důkaz. Necht’ h je hrana G1 i G2. Je-li h most, tak je vše zřejmé. Necht’ tedy hrana h lež́ı na alespoň
jedné kružnici. Označme Gh podgraf grafu G, tvořený těmi jeho hranami, jež lež́ı spolu s hranou h na
některé kružnici. Blok G1 obsahuje hranu h a tedy dle d̊usledku 4.1 je G1 ⊂ Gh. Obdobně i G2 ⊂ Gh.
Z konstrukce grafu Gh a z tvrzeńı 4.2 ale plyne, že každé dvě hrany Gh spolu lež́ı na kružnici a tedy Gh

nemá artikulaci. Z maximality blok̊u pak již plyne rovnost G1 = G2 = Gh. 2

Poznámka. Situace je podobná jako u komponent s t́ım rozd́ılem, že bloky nemuśı být uzlově disjunktńı,
muśı však být hranově disjunktńı.
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Definice 4.4. Bud’ G souvislý graf, B1, . . . , Br všechny jeho bloky a x1, . . . , xs všechny jeho artikulace.

Graf B(G), definovaný předpisem

U(B(G)) = {x1, . . . , xs, B1, . . . , Br},
H(B(G)) = {{a, b} | ∃i, j tak, že a = xi, b = Bj a xi ∈ U(Bj)} ,

se nazývá blokový graf grafu G.

Př́ıklad.
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Zřejmá, leč d̊uležitá vlastnost blokového grafu je popsána v následuj́ıćı větě.

Věta 4.3. Pro každý souvislý graf G je blokový graf B(G) stromem.

4.2 Hranový a uzlový stupeň souvislosti grafu

Jednoduché a intuitivně zřejmé pojmy mostu a artikulace dostanou hlubš́ı význam, jestliže je zobecńıme
na v́ıceprvkové množiny.

Definice 4.5. Bud’ G souvislý, x, y ∈ U(G), x ̸= y. Množina B ⊂ H(G) taková, že

1) každá cesta z uzlu x do uzlu y obsahuje alespoň jednu hranu množiny B,

2) žádná vlastńı podmnožina množiny B nemá vlastnost 1),
se nazývá hranový řez grafu G mezi uzly x a y.

Poznámka.
(i) Odstraněńım množiny B z grafu G se přeruš́ı všechny cesty mezi uzly x a y, graf G − B bude

nesouvislý a uzly x a y budou ležet v r̊uzných komponentách.
(ii) Most je vlastně jednoprvkový hranový řez.
(iii) Zd̊urazněme, že v definici řezu se požaduje minimalita – viz množiny silně vytažených hran na

následuj́ıćım obrázku.
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je řez neńı řez - neńı minimálńı

Definice 4.6. Nejmenš́ı počet prvk̊u hranového řezu mezi uzly x a y se nazývá hranový stupeň souvis-
losti grafu G mezi uzly x a y a znač́ı se hG(x, y).

Jestliže oč́ıslujeme uzly grafu č́ısly 1, . . . , n a polož́ıme hij = hG(i, j), můžeme hranovou souvislost
grafu plně popsat pomoćı matice hranové souvislosti HG = [hij ]

n
i,j=1 grafu G.

Př́ıklad.
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Nyńı si ukážeme analogické zobecněńı pojmu artikulace.

Definice 4.7. Bud’ G souvislý graf, x, y ∈ U(G), x ̸= y. Neprázdná množina A ⊂ U(G) taková, že

1) každá cesta z x do y obsahuje alespoň jeden uzel z množiny A,

2) žádná vlastńı podmnožina množiny A nemá vlastnost 1),
se nazývá uzlový řez grafu G mezi uzly x a y.

Poznámka.
(i) Odstraněńım uzlového řezu dostaneme opět nesouvislý graf.
(ii) Artikulace je jednoprvkový uzlový řez.

Definice 4.8. Nejmenš́ı počet prvk̊u uzlového řezu, odděluj́ıćıho uzly x a y, se nazývá uzlový stupeň
souvislosti grafu G mezi uzly x a y a znač́ı se uG(x, y). Neexistuje-li uzlový řez mezi x a y, tj. jsou-li uzly
x a y sousedńı, klademe uG(x, y) = |U(G)| − 1.

Z uzlových stupň̊u souvislosti grafu můžeme analogicky sestavit matici uzlové souvislosti UG grafu G.

Př́ıklad. Pro graf z předchoźıho př́ıkladu dostáváme následuj́ıćı matici UG.
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Definice 4.9. Nejmenš́ı z č́ısel uG(x, y) nazveme uzlový stupeň souvislosti grafu G a budeme je značit
u(G). Nejmenš́ı z č́ısel hG(x, y) nazveme hranový stupeň souvislosti grafu G a budeme je značit h(G).
Řekneme, že graf G je uzlově (hranově) k-souvislý, jestliže u(G) ≥ k (h(G) ≥ k).
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Poznámka.
(i) Často se pro jednoduchost použ́ıvá pojem k-souvislost ve významu uzlové k-souvislosti. Pokud

tedy v daľśım textu bude řeč o hranové k-souvislosti, bude toto vždy explicitně uvedeno.
(ii) Pro nesouvislé grafy klademe u(G) = h(G) = 0 (př́ıslušné řezy jsou pak prázdné množiny).

Symbolem δ(G) označ́ıme minimálńı stupeň grafu G, tj. δ(G) = min{d(x)|x ∈ U(G)}.

Věta 4.4. Pro každý graf G s alespoň 2 uzly plat́ı

u(G) ≤ h(G) ≤ δ(G).

Důkaz. 1. Druhá nerovnost je zřejmá, nebot’ množina všech hran, obsahuj́ıćıch daný uzel, je hranovým
řezem.

2. Dokážeme prvńı nerovnost. Je-li h(G) = 0, pak zřejmě u(G) = 0, a je-li h(G) = 1, pak graf G má
most a tedy též u(G) = 1. Necht’ tedy h(G) > 1, a necht’ B je minimálńı hranový řez, maj́ıćı k ≥ 2 hran.
Odstraňme z G některých k − 1 hran z řezu B. T́ım vznikne graf s mostem {u, v}. Množinu A ⊂ U(G)
sestroj́ıme tak, že pro každou odstraněnou hranu vybereme jeden jej́ı uzel r̊uzný od uzlu u i v (množina
A má nejvýše k − 1 prvk̊u).

- Je-li graf G′, který vznikl odstraněńım množiny A z grafu G, nesouvislý, pak u(G) ≤ k − 1.
- Je-li G′ souvislý, pak je to graf s mostem {u, v}. Ale graf G má alespoň k + 2 uzl̊u (kdyby jich
měl jen k + 1, tak by z rovnosti h(G) = k plynulo, že se jedná o graf Kk+1 a u(G) = k), a tedy
odstraněńım u nebo v vznikne k-prvkový uzlový řez.

V každém př́ıpadě tedy u(G) ≤ k. 2

Př́ıklad. Následuj́ıćı dva grafy ukazuj́ı, že ve větě 4.4 mohou nastat rovnosti i ostré nerovnosti.
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u(G) = h(G) = δ(G) = 3

Věta 4.5. V každém grafu G s alespoň 2 uzly plat́ı

h(G) ≤ 2|H(G)|
|U(G)|

.

Důkaz. Plat́ı známá rovnost
∑

dG(u) = 2|H(G)|. Protože d(x) ≥ δ(G) pro každý uzel x, dostáváme∑
dG(u) ≥ |U(G)|δ(G), a porovnáńım dostaneme δ(G) ≤ 2|H(G)|

|U(G)| . Podle věty 4.4 je h(G) ≤ δ(G). 2

4.3 Charakterizačńı věty k-souvislých graf̊u

Věta 4.6. (Ford, Fulkerson) Graf G je hranově k-souvislý mezi uzly a a b, a ̸= b, právě když v něm
existuje k hranově disjunktńıch cest, vedoućıch z a do b.
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Důkaz. Důkaz provedeme převodem na problém maximálńıho toku v śıti. Sestrojme śıt’ G⃗ následuj́ıćım
zp̊usobem. Graf G⃗ je symetrická orientace grafu G, uzel a je zdrojem a uzel b stokem v śıti G⃗, propustnosti
všech hran jsou rovny jedné. V takto zkonstruované śıti budeme hledat maximálńı tok.

1) Necht’ je graf G hranově k-souvislý mezi uzly a a b. Pak neexistuje hranový řez o méně než k

hranách mezi těmito uzly v grafu G. Proto zároveň neexistuje takový hranový řez ani v G⃗. Podle
Ford-Fulkersonovy věty o maximálńım toku a minimálńım řezu v śıti G⃗ existuje celoč́ıselný tok
z uzlu a do uzlu b velikosti k. Protože propustnosti jsou rovny jedné, jsou hodnoty toku na všech
hranách rovny 0 nebo 1. Množina hran s tokem velikosti 1 definuje požadovaný systém hranově
disjunktńıch cest.

2) Necht’ naopak v grafu G existuje k hranově disjunktńıch cest mezi uzly a a b. Pak jsou to i cesty

v śıti G⃗. Po každé takové cestě v G⃗ pošleme tok o velikosti 1, vytvoř́ıme tak tok velikosti k. Proto
má každý hranový řez mezi uzly a a b alespoň k hran (v śıti G⃗ i v grafu G), a graf G je tedy mezi
uzly a a b hranově k-souvislý.

2

Věta 4.7. (Menger) Graf G je uzlově k-souvislý mezi nesousedńımi uzly a a b, právě když v něm
existuje k uzlově disjunktńıch cest, vedoućıch z a do b.

Důkaz. Zavedeme śıt’ G⃗ následuj́ıćım předpisem:
U(G⃗) = {(x, i)| x ∈ U(G), i = 1, 2},
H(G⃗) = {((x, 1), (x, 2)) | x ∈ U(G)} ∪ {((x, 2), (y, 1)) | {x, y} ∈ H(G)} .

(Názorně řečeno: každý uzel x grafu G rozděĺıme na dva “polouzly” (x, 1) a (x, 2), a dále vytvoř́ıme
hrany dvoj́ıho druhu: hrany, spojuj́ıćı “p̊ulky” uzl̊u, tj. ((x, 1) (x, 2)), a hrany, vzniklé z hran v G, tj.
hrany ((x, 2) , (y, 1)) ). Propustnosti hran zvoĺıme následuj́ıćım zp̊usobem: u hran typu ((x, 1) (x, 2))
polož́ıme propustnost rovnu jedné a u hran druhého typu (tj. ((x, 2), (y, 1)) ) bude propustnost nekonečná.
Zdrojem je uzel (a, 2), stokem je uzel (b, 1). Pro takto sestrojenou śıt’ bude d̊ukaz analogický d̊ukazu Ford-
Fulkersonovy věty.

2

Poznámka. Myšlenky d̊ukaz̊u vět 4.6 a 4.7 maj́ı samostatnou d̊uležitost, nebot’ dávaj́ı algoritmy,
umožňuj́ıćı určeńı hranové, resp. uzlové souvislosti grafu. Konstrukce z d̊ukazu věty 4.7 (tj. “p̊uleńı
uzl̊u”) je standardńı metoda, převáděj́ıćı uzlovou souvislost na hranovou souvislost, umožňuj́ıćı použ́ıt
aparát tok̊u v śıt́ıch i na uzlovou souvislost. Pro vzniklé “p̊ulky uzl̊u” se někdy použ́ıvaj́ı termı́ny “vstupńı
polouzel” a “výstupńı polouzel”.

Př́ıklad. Následuj́ıćı obrázek ilustruje konstrukci śıtě G⃗ v d̊ukazu věty 4.7.
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5 Prohledáváńı graf̊u a algoritmy k-souvislosti

5.1 Algoritmus prohledáváńı grafu

Začneme obecným schématem prohledáváńı graf̊u, které je, jak uvid́ıme, užitečné jako základ mnoha
algoritmů.

Naš́ım úkolem je probrat systematicky všechny uzly a hrany grafu, ev. na nich provést nějaký úkol.
Označme

N množinu uzl̊u, které ještě nebyly probrány,
M množinu hran, které ještě nebyly probrány,
D množinu uzl̊u, kterých již bylo dosaženo, ale ze kterých by ještě mohly vést neprobrané hrany.

Algoritmus 5.1. (Prohledáváńı grafu)

1. N := U(G), M := H(G), D := ∅. (inicializace)

2. Je-li N = ∅, výpočet konč́ı. (test ukončeńı)

3. Zvol v ∈ N a polož N := N \ {v} , D := {v}. (volba prvńıho uzlu v komponentě)

4. Zvol libovolně w ∈ D. (volba počátečńıho uzlu hrany)

5. Hledej hranu v M obsahuj́ıćı w: (test použitelnosti w)

- neexistuje: D := D \ {w}, a
je-li D = ∅, jdi na 2,

je-li D ̸= ∅, jdi na 4.

- existuje: jdi na 6.

6. Zvol h = {w, z} ∈ M , “projdi” ji, (tj. proved’ na ńı určený úkol), a polož

M := M \ {h};
je-li z ∈ N , pak N := N \ {z} , D := D ∪ {z},

jdi na 4.

Snadno se ověř́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 5.1. Algoritmus 5.1 prohledá graf G v čase O(n+m), kde n je počet uzl̊u a m počet hran grafu G.

Poznámka.

1. Bod 2 - test ukončeńı. Jedná se skutečně o ukončeńı algoritmu, nebot’ v tomto bodě je vždy D = ∅
a neńı tedy nic k daľśımu prohledáváńı.

2. V bodě 4 algoritmu jsou v zásadě tři možné implementace:
- volbu provádět náhodně,
- brát uzel, který je v množině D nejdeľśı dobu, tj. interpretace množiny D jako fronty,
- brát uzel, který je v D nejkratš́ı dobu, tj. interpretace množiny D jako zásobńıku.

Postup, který vznikne druhou interpretaćı (D jako fronta) se nazývá prohledáváńı do š́ıřky, posledńı
interpretace (D jako zásobńık) se nazývá prohledáváńı do hloubky. Oba tyto postupy maj́ı svoji
d̊uležitost a, jak uvid́ıme, lze pomoćı nich źıskat mnoho informaćı o zkoumaném grafu.
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Př́ıklad. Prohledáváńı grafu do š́ı̌rky. Zde a v daľśıch podobných př́ıkladech se pro jednoznačnost
budeme ř́ıdit konvenćı, podle ńıž v každém kroku, kdy je několik možnost́ı výběru uzlu, algoritmus zvoĺı
uzel s nejmenš́ım č́ıslem.
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1

2

3

5

4 6

7

8

9

10

11

12

13

D w prohledávaná hrana
1 1 1 2
1, 2 1 1 3
1, 2, 3 1 1 8
1, 2, 3, 8 1 1 9
1, 2, 3, 8, 9 1 -
2, 3, 8, 9 2 2 3
2, 3, 8, 9 2 2 4
2, 3, 8, 9, 4 2 2 5
2, 3, 8, 9, 4, 5 2 -
3, 8, 9, 4, 5 3 3 5
3, 8, 9, 4, 5 3 -
8, 9, 4, 5 8 8 9
8, 9, 4, 5 8 8 10
8, 9, 4, 5, 10 8 8 11
8, 9, 4, 5, 10, 11 8 -
9, 4, 5, 10, 11 9 9 10
9, 4, 5, 10, 11 9 -
4, 5, 10, 11 4 4 5
4, 5, 10, 11 4 -
5, 10, 11 5 5 6
5, 10, 11, 6 5 5 7
5, 10, 11, 6, 7 5 -
10, 11, 6, 7 10 -
11, 6, 7 11 -
6, 7 6 6 7
6, 7 6 -
7 7 -
∅

Nyńı je sice množina D prázdná, ale ještě
nebyly probrány všechny uzly grafu. Pro-
vedeme tedy volbu nového uzlu, který zbyl
v množině N (krok 2).

D w prohledávaná hrana
12 12 12 13
12, 13 12 -
13 13 -
∅

Všimněme si, že tento postup prob́ırá uzly postupně podle vzdálenosti od uzlu 1, tedy nejprve probere
všechny uzly ve vzdálenosti 1, pak všechny uzly ve vzdálenosti 2, atd. Proto hovoř́ıme o prohledáváńı do
š́ı̌rky.
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Př́ıklad. Vezmeme si tentýž graf, ale aplikujeme prohledáváńı do hloubky.

D w prohledávaná hrana
1 1 1 2
1, 2 2 2 3
1, 2, 3 3 3 1
1, 2, 3 3 3 5
1, 2, 3, 5 5 5 2
1, 2, 3, 5 5 5 4
1, 2, 3, 5, 4 4 4 2
1, 2, 3, 5, 4 4 -
1, 2, 3, 5 5 5 6
1, 2, 3, 5, 6 6 6 7
1, 2, 3, 5, 6, 7 7 7 5
1, 2, 3, 5, 6, 7 7 -
1, 2, 3, 5, 6 6 -
1, 2, 3, 5 5 -
1, 2, 3 3 -
1, 2 2 -
1 1 1 8
1, 8 8 8 9
1, 8, 9 9 9 1
1, 8, 9 9 9 10
1, 8, 9, 10 10 10 8
1, 8, 9, 10 10 -
1, 8, 9 9 -
1, 8 8 8 11
1, 8, 11 11 -
1, 8 8 -
1 1 -
12 12 12 13
12, 13 13 -
12 12 -
∅

Všimněme si, že kroky při prohledáváńı do hloubky jsou troj́ıho typu:
a) objeveńı nového uzlu,
b) nalezeńı hrany do již existuj́ıćıho uzlu,
c) zpětný krok.

Hrany prohledávané při kroćıch a) tvoř́ı strom zvaný strom prohledáváńı (pro nesouvislé grafy jde
samozřejmě o les prohledáváńı). Hrany prohledávané při kroćıch b) se nazývaj́ı chordy. Je zvykem oba
tyto druhy hran brát jako orientované, přičemž jejich orientace nám ukazuje směr prohledáváńı. Pak
lze ř́ıci, že zpětné kroky jdou vždy po hranách stromu proti jejich orientaci. Podle zpětných krok̊u se
algoritmu prohledáváńı do hloubky ř́ıká backtracking.

Př́ıklad. Ukažme si strom prohledáváńı a chordy na grafu z předchoźıho př́ıkladu. Hrany stromu jsou
vyznačeny normálńı čarou, chordy jsou zobrazeny čárkovaně.
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Prohledáváńı graf̊u lze použ́ıt pro řešeńı úloh souvisej́ıćıch se souvislost́ı, komponentami apod. Se
souvislost́ı a komponentami grafu je to jednoduché – každý pr̊uchod 3. krokem totiž určuje novou kom-
ponentu. Máme tedy ihned následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.1. Komponenty grafu lze nalézt v čase O(m+ n).

5.2 Použit́ı backtrackingu

Artikulace grafu

V následuj́ıćım si ukážeme algoritmy na hledáńı artikulaćı v grafech. Tuto úlohu lze řešit i naivńım
př́ıstupem, spoč́ıvaj́ıćım v postupném odstraněńı vždy jednoho uzlu a zkoumáńı, zda vzrostl počet kom-
ponent. Tento postup provád́ı n-krát backtracking a tedy má časovou složitost O (n(m+ n)). Jak si
ukážeme, úlohu lze řešit podstatně rychleji jedńım chodem backtrackingu, a tedy s časovou složitost́ı
pouze O(m+ n).

Je-li uzel v artikulace grafu G, pak větev grafu G je maximálńı souvislá část G, v ńıž uzel v neńı
artikulaćı. Všimněme si následuj́ıćı vlastnosti backtrackingu: je zřejmé, že backtracking, jakmile do nějaké
větve vejde, tak ji projde celou a pak ji teprve opust́ı. Nelze z takové větve vyj́ıt jinudy, než právě artikulaćı
a z vlastnost́ı backtrackingu ihned plyne, že větev bude probrána celá. Speciálně, vejde-li algoritmus
založený na backtrackingu do koncového bloku, neopust́ı jej, dokud jej celý neprozkoumá. Této vlastnosti
se využ́ıvá při hledáńı blok̊u a artikulaćı graf̊u. Otázkou však z̊ustává, jak při zpětném kroku poznáme,
že jsme v artikulaci. Tarjan v roce 1972 navrhl následuj́ıćı postup.

1. Uzly oč́ıslujeme pořad́ım, ve kterém byly zařazeny do stromu prohledáváńı, a tato č́ısla označ́ıme
p(x).

2. Pro každý uzel x souběžně postupně vypoč́ıtáváme dolńı č́ıslo r(x) podle následuj́ıćıch pravidel:
a) při objeveńı nového uzlu polož́ıme r(x) = p(x),
b) při nalezeńı chordy xy polož́ıme r(x) = min {p(y), r(x)},
c) při zpětném kroku z x do y polož́ıme r(y) = min {r(y), r(x)}.

Snadno je vidět, že č́ıslo r(x) udává nejmenš́ı pořadové č́ıslo uzlu, do něhož se lze z uzlu x dostat
orientovanou cestou, skládaj́ıćı se z hran stromu a př́ıpadně (na konci) z právě jedné chordy. Nyńı již lze
poznat artikulaci podle následuj́ıćıho pravidla.

Uzel x s p(x) > 1 je artikulaćı, právě když existuje jeho následńık y ve stromu prohledáváńı takový,
že plat́ı r(y) ≥ p(x). Jinak řečeno, právě když existuje takový následńık, z něhož se nelze dostat chordou
do uzlu s nižš́ım p(u), než má uzel x.

Uvedli jsme, že tento postup lze použ́ıt i pro hledáńı blok̊u grafu. Chceme-li generovat bloky grafu,
tak vždy, když při zpětném kroku nalezneme artikulaci x, dáme na výstup všechny hrany prozkoumané
mezi prvńım (dopředným) a druhým (zpětným) pr̊uchodem uzlu x a t́ımto postupem nalezneme všechny
bloky grafu.
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Daľśı modifikace backtrackingu

Artikulace a bloky jsme d́ıky backtrackingu nalezli v čase O(m + n). Existuje podobná metoda, která
při stejné časové složitosti vyhledá kvazikomponenty a urč́ı kondenzaci pro orientované grafy. Je opět
založena na backtrackingu, konkrétně na jeho modifikaci pro grafy s orientovanými hranami. Určeńı
kvazikomponent, resp. kondenzace, je sice možné i z distančńı matice, ale samo nalezeńı distančńı matice
má časovou složitost O(n3).

5.3 Algoritmy zjǐst’ováńı k-souvislosti

Backtracking lze využ́ıt i pro hledáńı biartikulaćı (dvouuzlových řez̊u) a 3-komponent (maximálńıch
3-souvislých podgraf̊u) a časová složitost je opět O(m + n). Pro vyšš́ı souvislosti graf̊u již podobné
jednoduché postupy založené na backtrackingu nejsou známé. Vždy lze ale použ́ıt obecný postup, založený
na převodu na problém nalezeńı maximálńıho toku v śıti, který jsme poznali v d̊ukazech Ford-Fulkersonovy
a Mengerovy věty z kapitoly věnované mı́rám souvislosti grafu.

Hranová souvislost

Obecně je hG(a, b) rovna velikosti maximálńıho toku v śıti, jež vznikne symetrickou orientaćı grafu G
s jednotkovou propustnost́ı všech hran, považujeme-li uzel a za zdroj a uzel b za stok. Touto metodou
źıskáme řešeńı v čase O(n3) (s použit́ım nejrychleǰśıho známého – Dinicova – algoritmu na maximálńı
tok). Chceme-li zjistit hranovou souvislost grafu, provedeme výše uvedený postup pro všechny dvojice
uzl̊u a urč́ıme tak h(G) v čase O(n5). Nejlepš́ı známé vylepšeńı (Even, Hopcroft, Tarjan) snižuje odhad
časové složitosti na O(m2

√
n), kde m = |H(G)|. Protože obecně plat́ı m ∼ n2, časová složitost tohoto

postupu je nejvýše O(n4.5).

Uzlová souvislost

Uzlová souvislost mezi dvěma uzly se urč́ı pomoćı myšlenky z d̊ukazu Mengerovy věty (“štěpeńı uzl̊u” a
převod na toky). Časová náročnost tohoto postupu je, stejně jako v př́ıpadě hranové souvislosti, O(n3)
(odhady časové složitosti pro hranovou souvislost se jen násob́ı konstantou). Pro celý graf dostaneme
složitost O(n4.5), tedy stejnou, jako pro hranovou souvislost. Oba tyto postupy jsou nejlepš́ı známé pro
k-souvislost pro k ≥ 4.

5.4 Backtracking pro generováńı hamiltonovských cest a cykl̊u

Prohledáváńı graf̊u umožňuje algoritmizovat i jiné problémy, kdy v grafu potřebujeme prob́ırat celý
strom prohledáváńı. Nyńı si uvedeme př́ıklad, ve kterém budeme modifikovat backtracking pro generováńı
hamiltonovských cest a cykl̊u (tj. cest a cykl̊u procházej́ıćıch všemi uzly grafu).

Modifikace backtrackingu

Obecné schema backtrackingu budeme modifikovat následuj́ıćımi pravidly.
1) Nebereme v úvahu chordy,
2) při |D| = n testujeme existenci hrany do počátečńıho uzlu; výsledkem je cesta (hrana neexistuje)

nebo cyklus (hrana existuje),
3) při zpětném kroku se v každém uzlu u ptáme, zda existuje následńık s vyšš́ım č́ıslem, do nějž jsme

z u ještě nešli; jakmile jej ale nalezneme, tak při následném dopředném pohybu prozkoumáváme
opět všechny uzly grafu, které nejsou v množině D.
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Př́ıklad. Mějme dán následuj́ıćı graf a hledejme hamiltonovské cesty a cykly.
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1

2 3

4 5

D w prohledávaná hrana
1 1 1 3
1, 3 3 3 2
1, 3, 2 2 2 4
1, 3, 2, 4 4 4 5

1, 3, 2, 4, 5 5 test (5, 1) ∈ H(G⃗)
ne - cesta 1− 3− 2− 4− 5

1, 3, 2, 4 4 -
1, 3, 2 2 -
1, 3 3 3 4
1, 3, 4 4 4 5
1, 3, 4, 5 5 5 2

1, 3, 4, 5, 2 2 test (2, 1) ∈ H(G⃗)
ano - cyklus 1− 3− 4− 5− 2− 1

1, 3, 4, 5 5 -
1, 3, 4 4 -
1, 3 3 3 5
1, 3, 5 5 5 2
1, 3, 5, 2 2 2 4

1, 3, 5, 2, 4 4 test (4, 1) ∈ H(G⃗)
ano - cyklus 1− 3− 5− 2− 4− 1

1, 3, 5, 2 2 -
1, 3, 5 5 -
1, 3 3 -
1, 1 -
∅ KONEC

Nalezli jsme jednu cestu a dva cykly. Kdybychom chtěli naj́ıt i cesty, zač́ınaj́ıćı v jiných uzlech, tak
bychom museli aplikovat algoritmus s př́ıslušným výchoźım uzlem. Nyńı bychom mohli pro ohodnocený
graf vyč́ıslit sumu cen hran na hamiltonovských cyklech a řešit úlohu obchodńıho cestuj́ıćıho.

Tento algoritmus samozřejmě neńı efektivńı. Backtracking sice pracuje v čase O(m + n), ale hod-
noty m,n jsou hodnotami pro př́ıslušný rozhodovaćı strom, nikoliv pro graf G. Je zřejmé, že počet uzl̊u
rozdodovaćıho stromu obecně roste exponenciálně vzhledem k počtu uzl̊u grafu G.

Christofides uvád́ı pro podobné pokusy empirický vzorec, podle něhož za jednu sekundu je zpracován
graf s přibližně 25 uzly a každé daľśı zvýšeńı počtu uzl̊u o dva prodlouž́ı výpočet v́ıce než na dvojnásobek
p̊uvodńıho času. Odtud vycháźı následuj́ıćı orientačńı tabulka časové náročnosti.

počet uzl̊u 50 60 70 80
čas 1.6 hodiny 2.14 dne 68.7 dne 6 let

5.5 Heuristiky pro hledáńı hamiltonovské kružnice

Heuristika je polynomiálńı postup, který neprobere všechny možnosti, ale v některých př́ıpadech “umı́”
dát odpověd’. Má tzv. orákulum, které j́ı řekne, co prob́ırat nemuśı. Výsledek aplikace heuristiky je
zpravidla bud’ kladná odpověd’, nebo heuristika “nev́ı” (tj. heuristika zpravidla neumı́ dát zápornou
odpověd’). I při odpovědi “nev́ım” však přesto může kladné řešeńı problému existovat. Uvedeme zde dvě
heuristiky pro hledáńı hamiltonovské kružnice v grafu.

Pósova heuristika

Pósova heuristika se snaž́ı o př́ımočaré prodlužováńı cesty. Pokud to neńı možné, tedy pokud neexistuje
hrana z koncového uzlu do nějakého volného, vezme hranu do některého uzlu cesty a provede modifikaci,
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znázorněnou na následuj́ıćım obrázku.
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x1 xi xi+1 z

Pósova heuristika tedy vybere uzel x1, najde cestu do daľśıho uzlu x2 atd. Když doraźı do uzlu z,
odkud př́ımé pokračováńı neńı možné, muśı mı́t takový uzel hranu do některého z již prohledaných uzl̊u
(např xi). Odstrańı se hrana {xi, xi+1}, přidá se {z, xi} a pokračuje se v uzlu xi+1. Je však nutná ochrana
proti zacykleńı. Pokud tato heuristika nenalezne řešeńı, přeč́ısluj́ı se uzly a aplikuje se znovu. Testy této
heuristiky ukázaly (i přes jej́ı jednoduchost) velmi dobré výsledky.

Jiná dobrá heuristika je založena na pojmu uzávěru grafu, maj́ıćım ovšem i samostatnou d̊uležitost.
Nejprve ale uvedeme několik tvrzeńı, potřebných pro zavedeńı pojmu uzávěru grafu.

Věta 5.2. (Dirac) Necht’ G je graf na n ≥ 3 uzlech. Je-li δ(G) ≥ n
2 , pak je G hamiltonovský.

Diracova věta plyne ihned z následuj́ıćıho obecněǰśıho tvrzeńı.

Věta 5.3. (Ore) Necht’ G je graf na n ≥ 3 uzlech. Jestliže pro všechny dvojice nesousedńıch uzl̊u
x, y grafu G plat́ı d(x) + d(y) ≥ n, pak je graf G hamiltonovský.

Důkaz Oreho věty je založen na následuj́ıćım lemmatu.

Lemma 5.1. (Ore) Necht’ u, v jsou dva nesousedńı uzly grafu G takové, že d(u) + d(v) ≥ n. Pak G
je hamiltonovský, právě když graf G+ {u, v} (vzniklý přidáńım hrany {u, v} do G) je hamiltonovský.

Důkaz.

1. Je-li G hamiltonovský, je zřejmě G+ {u, v} též hamiltonovský.

2. Necht’ naopak G + {u, v} je hamiltonovský; chceme ukázat, že graf G je rovněž hamiltonovský.
V G + {u, v} existuje hamiltonovská kružnice C. Neńı-li {u, v} na C, pak je kružnice C i v grafu
G a jsme s d̊ukazem hotovi. Necht’ tedy {u, v} ∈ H(C). Odstraněńım hrany {u, v} źıskáme v grafu
G hamiltonovskou cestu P mezi uzly u a v. Oč́ıslujme jej́ı uzly u = x1, x2, . . . , xn−1, xn = v.
Označ́ıme:

M = {xi| {u, xi+1} ∈ H(G)},
N = {xi| {xi, v} ∈ H(G)}.

Pak |M | = d(u) a |N | = d(v), a tedy podle předpokladu lemmatu je

|M |+ |N | = d(u) + d(v) ≥ n.

Je zřejmé, že uzel v neńı v žádné z množin M,N , a tedy je nutně |M ∪ N | < n. Proto je nutně
M∩N ̸= ∅. Zvolme xi ∈ M∩N . Pak ale kružnice, určená posloupnost́ı uzl̊u (u = x1), x2, . . . , xi, (v =
xn), xn−1, . . . , xi+1, (x1 = u) (viz obr.) je hamiltonovská kružnice v G.
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u = x1 xi xi+1 xn = v
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Oreho věta se z tohoto lemmatu dokáže snadno. Protože podle předpokladu věty všechny dvojice
nesousedńıch uzl̊u splňuj́ı podmı́nku d(x)+d(y) ≥ n, můžeme přidat do grafu G všechny chyběj́ıćı hrany.
Vzniklý úplný graf je samozřejmě hamiltonovský, a tedy je hamiltonovský i graf G.

Bondy s Chvátalem (1974) zjistili, že z Oreho lemmatu lze źıskat podstatně v́ıce.

Definice 5.1. Uzávěrem grafu G nazveme graf cl(G), který vznikne z grafu G postupným rekurentńım
přidáváńım všech hran {u, v}, splňuj́ıćıch podmı́nku Oreho lemmatu.

Zd̊urazněme zde, že při konstrukci uzávěru se v každém kroku před přidáńım hrany {u, v} testuje
Oreho podmı́nka d(u) + d(v) ≥ n na aktuálńım grafu (nikoliv tedy na p̊uvodńım grafu G). Tedy, uzávěr
může být úplným grafem, i když v p̊uvodńım grafu G zdaleka ne všechny dvojice nesousedńıch uzl̊u
splňuj́ı Oreho podmı́nku. Snadným př́ıkladem je graf G = C5 + h (tj. kružnice C5 s jednou přidanou
hranou), maj́ıćı 5 uzl̊u, z nichž 3 jsou stupně 2, ale cl(G) je přesto úplný graf.

Tvrzeńı 5.2. Pro každý graf G je jeho uzávěr cl(G) určen jednoznačně.

Důkaz. Necht’ graf G má dva uzávěry G1 a G2; necht’ G1 vznikl přidáńım hran e1, e2, . . . , em a G2

vznikl přidáńım hran f1, f2, . . . , fn. Ukážeme, že každá hrana ei je obsažena v G2 a každá hrana fi je
v G1. Důkaz provedeme sporem, budeme tedy předpokládat, že existuje hrana {u, v} = ek+1, která neńı
v grafu G2 a všechny předcházej́ıćı hrany ei, i ≤ k, v G2 jsou. Označ́ıme graf H = G∪{e1, . . . , ek}. Podle
definice grafu G1 muśı být dH(u) + dH(v) ≥ n, ale, podle volby hrany ek+1, všechny předchoźı hrany
ei, i ≤ k jsou v G2. Graf H je tedy podgrafem grafu G2. Tedy i v grafu G2 muśı být splněna podmı́nka
dG2(u) + dG2(v) ≥ n. To znamená, že v G2 existuje hrana {u, v} = ek+1, což je spor.

Stejným zp̊usobem bychom ukázali, že každá hrana fj je v grafu G1, proto G1 = G2. 2

Věta 5.4. (Bondy, Chvátal) Necht’ G je graf s alespoň třemi uzly. Je-li cl(G) úplný graf, potom je
graf G hamiltonovský.

Poznámka. Myšlenka d̊ukazu Oreho lemmatu poskytuje polynomiálńı algoritmus na nalezeńı hamilto-
novské kružnice v grafu G, jehož uzávěrem je úplný graf. Jak již bylo uvedeno dř́ıve, obecně je problém
existence hamiltonovské kružnice NP-úplný.

6 Nezávislost, dominance, klikovost a jádro grafu

6.1 Neorientované grafy

V tomto odstavci termı́n “graf” znamená neorientovaný graf.

Definice 6.1. Množina A ⊂ U(G) se nazývá nezávislá množina grafu G (někdy “vnitřně stabilńı”),
jestliže žádné dva uzly množiny A nejsou spojeny hranou.

Př́ıklad. Klasickým př́ıkladem aplikace nezávislé množiny je tzv. úloha o vyśılač́ıch. Uzly grafu odpov́ı-
daj́ı televizńım vyśılač̊um, hrany spojuj́ı uzly-vyśılače, které se vzájemně ruš́ı (a tedy nemohou vyśılat
na stejném kanálu). Hledáme maximálńı množinu vyśılač̊u, které se vzájemně neruš́ı.

Poznámka. Je-li A ⊂ G nezávislá a A′ ⊂ A, pak A′ je také nezávislá. Má tedy smysl ptát se na
maximálńı nezávislé množiny.

Definice 6.2. Nezávislost grafu G (znač́ıme α(G)) je největš́ı počet prvk̊u nezávislé množiny grafu G.
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Poznámka. Zd̊urazněme: nejvěťśı, nikoliv maximálńı ! V tom je zásadńı rozd́ıl, jak nám ukazuje
následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad.
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Zakroužkované uzly jsou uzly patř́ıćı do nezávislých množin. Ve všech třech př́ıpadech jsou tyto nezávislé
množiny maximálńı, ale největš́ı je jen v posledńım př́ıpadě. Tedy, α(G) = 4.

Poznámka. V anglicky psané literatuře se maximálńı × největš́ı rozlǐsuje jako maximal × maximum
(takže např́ıklad “největš́ı nezávislá množina” se anglicky řekne “a maximum independent set”).

Poznámka. I z hlediska algoritmické složitosti je rozd́ıl mezi hledáńım největš́ı a maximálńı nezávislé
množiny velmi zásadńı. Nalezeńı největš́ı nezávislé množiny je NP-těžký problém (s jedinými známými
postupy typu “hrubá śıla” se složitost́ı O(2n)), zat́ımco nalezeńı maximálńı nezávislé množiny je poly-
nomiálńı problém, řešitelný snadno postupy typu hladového algoritmu.

Definice 6.3. Množina B ⊂ U(G) se nazývá (uzlové) pokryt́ı grafu G, jestliže pro každou hranu
{x, y} ∈ H(G) je x ∈ B nebo y ∈ B (mohou být i oba).

Poznámka. Je-li B pokryt́ı G a B′ ⊃ B, pak B′ je také pokryt́ı. Má tedy smysl hledat nejmenš́ı pokryt́ı
grafu G.

Definice 6.4. Pokrývaćı č́ıslo grafu G (znač́ıme β(G)) je počet prvk̊u nejmenš́ıho pokryt́ı grafu G.

Př́ıklad.
1. Dopravńı úlohy, kontrola všech spojnic z minimálńıho počtu uzl̊u (policisté na křižovatkách,

minimalizujeme jejich počet tak, aby kontrolovali všechny ulice).
2. Doplňky nezávislých množin z obrázk̊u př́ıkladu na této straně jsou pokryt́ı grafu G.

Předchoźı př́ıklad př́ımo motivuje následuj́ıćı větu.

Věta 6.1. Množina A ⊂ U(G) je nezávislá, právě když B = U(G) \A je pokryt́ı G.

Důkaz. A je nezávislá ⇔ žádná hrana nemá oba konce v A ⇔ každá hrana má alespoň jeden konec
v B ⇔ B je pokryt́ı. 2

Důsledek 6.1. Pro každý graf G plat́ı

α(G) + β(G) = |U(G)|.

Důkaz. Je-li A největš́ı nezávislá množina v G, pak U(G) \A je nejmenš́ı pokryt́ı. 2
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Následuj́ıćı věta ukazuje jednu zaj́ımavou souvislost mezi nezávislost́ı a daľśımu vlastnostmi grafu.

Věta 6.2. (Chvátal, Erdős) Necht’ G je k-souvislý graf (k ≥ 2) s α(G) ≤ k. Pak je G hamilto-
novský.

Důkaz. Předpokládejme, že G neńı hamiltonovský, a necht’ C je nejdeľśı kružnice v G. Pak C neńı
hamiltonovská kružnice v G, a tedy graf G−U(C) má alespoň jednu neprázdnou komponentu H. Podle
Mengerovy věty 4.7 7 existuje k uzlově disjunktńıch cest P1, . . . , Pk tak, že Pi má koncové uzly xi ∈ U(H)
a yi ∈ U(C), a vnitřńı uzly Pi jsou mimo U(H) ∪ U(C), i = 1, . . . , k. Označme zi ∈ U(C) následńıka
uzlu yi na C (při nějaké pevně zvolené orientaci kružnice C), i = 1, . . . , k, a necht’ z0 je libovolný uzel
v H. Pak se snadno přesvědč́ıme, že množina M = {z0, z1, . . . , zk} je nezávislá množina v G, protože v
opačném př́ıpadě bychom snadno sestrojili kružnici, která je deľśı než C. Pak ale M je (k + 1)-prvková
nezávislá množina v G, což je spor s předpokladem α(G) ≤ k. 2

Obdobnou technikou lze dokázat i následuj́ıćı větu, tematicky souvisej́ıćı s tvrzeńımi odstavce 5.5.

Věta 6.3. (Dirac) Necht’ G je k-souvislý graf (k ≥ 2). Pak pro každou množinu M ⊂ U(G), |M | ≤ k,
existuje v grafu G kružnice C taková, že M ⊂ U(C).

Důkaz. Předpokládejme, že taková kružnice v G neexistuje, zvolme C tak, aby obsahovala co nejv́ıce
prvk̊u množiny M , a necht’ H, Pi, xi a yi má stejný význam jako v d̊ukazu věty 6.2. Protože C neobsahuje
všechny prvky M , lze H zvolit tak, že existuje z ∈ U(H) ∩M . Uzly y1, . . . , yk děĺı kružnici C na k cest
a protože |M | ≤ k, alespoň jedna z těchto cest neobsahuje žádný prvek množiny M . Pak lze ale snadno
nalézt kružnici C ′ takovou, že (U(C) ∩M) ∪ {z} ⊂ U(C ′), což je spor s volbou kružnice C. 2

Pokusme se nyńı hledat odpověd’ na otázku, která je v jistém smyslu opakem nezávislosti grafu:
hledejme podmnožiny uzl̊u, které jsou všechny spojeny hranami.

Definice 6.5. Podgraf K ⊂ G se nazývá klika grafu G, jestliže

a) K je úplný podgraf

b) jestliže K ⊂ K ′ ⊂ G a K ′ je úplný podgraf, pak K = K ′.

Tedy, jinak řečeno, klika je maximálńı úplný podgraf.

Př́ıklad. V tomto grafu je každý z plně vytažených trojúhelńık̊u K3 klikou (je maximálńı), ale neńı
největš́ı. Největš́ı klika je K4 - v obrázku je zakreslena čárkovaně.
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Definice 6.6. Klikovost grafu (znač́ıme ω(G)) je největš́ı počet uzl̊u kliky grafu G.

7Přesněji vzato – potřebujeme zde obecněǰśı verzi Mengerovy věty, která ř́ıká, že v k-souvislém grafu existuje k uzlově

disjunktńıch cest i mezi každými dvěma disjunktńımi souvislými podgrafy. Důkaz tohoto tvrzeńı je analogický d̊ukazu

věty 4.7.
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Př́ıklad. Pro graf z minulého př́ıkladu je ω(G) = 4.

Definice 6.7. Necht’ G je graf. Potom graf Ḡ =
(
U(G),

(
U(G)

2

)
\H(G)

)
se nazývá doplněk grafu G.

Př́ıklady:
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Ḡ = C5 ≃ G3)

Poznámka. Pokud je graf izomorfńı se svým doplňkem, hovoř́ıme o autokomplementárńım grafu (např.
P3, C5). Např. na šesti uzlech však takový graf neexistuje (graf na šesti uzlech spolu se svým doplňkem
má celkem

(
6
2

)
= 15 hran, což je lichý počet).

Věta 6.4. Necht’ G je graf. Pak

α(G) = ω(Ḡ).

Důkaz. Množina A ⊂ U(G) je nezávislá, právě když žádné dva jej́ı uzly nejsou spojeny hranou, tedy
právě když v Ḡ jsou každé dva jej́ı uzly spojeny hranou. Odtud plyne, že A je maximálńı nezávislá
množina, právě když A tvoř́ı v grafu Ḡ kliku. 2

Př́ıklad.
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G:

ω(G) = 4
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Definice 6.8. Množina B ⊂ U(G) se nazývá dominantńı množina (též vněǰskově stabilńı) grafu G,
jestliže pro každý uzel x ̸∈ B existuje uzel y ∈ B takový, že {x, y} ∈ H(G).
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Jinak řečeno, B je dominantńı, jestliže každý uzel lež́ı v B, nebo v ńı má souseda.

Poznámka. Je-li B dominantńı a B′ ⊃ B, pak B′ je také dominantńı. Má tedy smysl ptát se na
minimálńı a na nejmenš́ı dominantńı množinu.

Definice 6.9. Počet prvk̊u nejmenš́ı dominantńı množiny grafu G se nazývá č́ıslo dominance grafu G
a znač́ı se γ(G).

Př́ıklad. Opět je potřeba d̊usledně rozlǐsovat mezi minimálńı a nejmenš́ı dominantńı množinou:
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Nejmenš́ı γ(G) = 1

Věta 6.5. Necht’ A ⊂ U(G) je nezávislá množina grafu G. Pak A je maximálńı nezávislá množina,
právě když A je dominantńı.

Důkaz. Necht’ A je nezávislá množina.
1) Je-li A dominantńı, potom každý uzel mimo A má v A souseda, z čehož vyplývá, že žádný takový

uzel již nelze přidat do A při zachováńı nezávislosti. A je tedy maximálńı.
2) Je-li A maximálńı nezávislá množina, pak do ńı nelze přidat žádný uzel při zachováńı nezávislosti.

Odtud plyne, že každý uzel nepatř́ıćı do A má v A souseda, a tedy A je dominantńı.
2

Věta 6.6. Každá maximálńı nezávislá množina je minimálńı dominantńı množina grafu G.

Důkaz. Podle předchoźı věty je maximálńı nezávislá množina dominantńı. Je tedy třeba dokázat, že je
minimálńı dominantńı. Kdyby nebyla minimálńı, tak v ńı existuje uzel x takový, že A\{x} je dominantńı.
Potom uzel x je sousedem nějakého uzlu z množiny A. Ale to znamená, že A by už nebyla nezávislá, což
je spor. 2

Poznámka. Implikaci ve větě nelze obrátit. Minimálńı dominantńı množina totiž nemuśı být nezávislá
(viz obrázek).
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Důsledek 6.2. Pro každý graf G plat́ı γ(G) ≤ α(G).
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Důkaz. Plyne z předchoźıho. 2

Př́ıklady. Následuj́ıćı př́ıklady ukazuj́ı, že v nerovnosti v d̊usledku 6.2 může nastat rovnost i ostrá
nerovnost.
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γ(G) = 1

Definice 6.10. Množina uzl̊u C ⊂ U(G), která je současně nezávislá i dominantńı, se nazývá jádro
grafu G.

Věta 6.7. Každý neorientovaný graf má jádro.

Důkaz. Jádrem je vlastně každá maximálńı nezávislá množina, protože podle věty 6.6 je i dominantńı.
2

Poznámka. Připomeňme, že rozhodnut́ı, zda v daném grafu G existuje nezávislá množina dané veli-
kosti, je klasický NP-úplný problém, a tud́ıž nejsou známy žádné efektivńı algoritmy, umožňuj́ıćı nalezeńı
č́ısla α(G). (Podrobněji se těmito otázkami budeme zabývat v kapitole 9.) Naproti tomu, nalezeńı ma-
ximálńı nezávislé množiny je snadné hladovým algoritmem (zvoĺıme libovolný uzel, odstrańıme jej i s
jeho sousedy a ve zbylém grafu postup opakujeme). Tento postup je jednak polynomiálńım algoritmem
pro nalezeńı jádra neorientovaného grafu, ale zároveň heuristikou, poskytuj́ıćı dolńı odhad č́ısla α(G).

Situace je obdobná s klikovost́ı, dominanćı i pokrývaćım č́ıslem. Vždy je možno snadno naj́ıt maximál-
ńı, resp. minimálńı množiny v polynomiálńım čase, zat́ımco př́ıslušná otázka pro největš́ı, resp. nejmenš́ı
množiny je NP-těžká.
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6.2 Jádro orientovaného grafu

Definice 6.11. Bud’ G⃗ orientovaný graf. Ř́ıkáme, že množina A ⊂ U(G⃗) je nezávislá, jestliže žádné dva
jej́ı uzly nejsou spojeny hranou.

Poznámka. Definice nezávislé množiny je tedy shodná pro orientované i neorientované grafy.

Definice 6.12. Bud’ G⃗ orientovaný graf, C ⊂ U(G⃗). Množina C se nazývá jádro grafu G⃗, jestliže

(i) C je nezávislá množina,

(ii) pro každý x ∈ U(G⃗) \ C existuje y ∈ C tak, že (x, y) ∈ H(G⃗).

Názorně – podmı́nka (ii) ř́ıká, že z každého uzlu mimo jádro existuje hrana do jádra.

Př́ıklad. Je-li G⃗ cyklus liché délky, pak G⃗ nemá jádro. To se nahlédne snadno: zvoĺıme-li (symetrie)
prvńı uzel jádra libovolně, pak z (i) a (ii) vyplývá, že v C lež́ı “každý druhý” uzel cyklu, ale posledńı
uzel nelze zahrnout do C ani nechat mimo C.

Jedna z motivaćı pojmu jádra pocháźı z teorie her. Uvedeme si dva jednoduché př́ıklady.

Př́ıklad. Na hromádce je deset zápalek, hráči stř́ıdavě ub́ıraj́ı jednu nebo dvě. Vyhrává ten, který
vezme posledńı zápalku.

Pozićım hry (počet zápalek, které z̊ustaly ve hře) přǐrad́ıme uzly grafu a všechny možné tahy nám
vytvoř́ı hrany grafu (viz následuj́ıćı obrázek).
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Uzly patř́ıćı do jádra jsou opět zakroužkovány.

Hráč, který prvńı táhne do jádra, má možnost při jakémkoliv tahu soupeře táhnout zpět do jádra
(2. vlastnost), ale soupeř tuto možnost nemá (1. vlastnost). Hráč, který zač́ıná, tedy nemůže prohrát
(samozřejmě, neudělá-li chybu).

Obecně: Jestliže graf, odpov́ıdaj́ıćı hře, má jádro, pak hráč, který prvńı táhl do jádra, má strategii,
zaručuj́ıćı to, že neprohraje (může ovšem doj́ıt k remı́ze - při pohybu v cyklu).

Př́ıklad.
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Z – začátek hry, K – konec hry. Vyhrává ten, který prvńı táhne do K.
Zač́ınaj́ıćı hráč A si nalezne jádro → táhne do jádra. Protihráč B: kdyby na d, tak A vyhraje. Tedy

na a. A: kdyby na d, vyhraje B. Tedy na c. B: kdyby na d, vyhraje A. Tedy na Z, č́ımž si vynut́ı remı́zu
cyklem.

To je t́ım, že B má také tah do jádra, zvoĺıme-li jiné jádro, jaké nám ukazuje následuj́ıćı obrázek:
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Otázka: Kdy má orientovaný graf jádro? Např́ıklad lichý cyklus jádro nemá, zat́ımco každá symetrická
orientace neorientovaného grafu ano.

Věta 6.8. Každý acyklický graf má jádro.

Důkaz. Oč́ıslujme uzly podle věty o acyklických grafech a definujme funkci f : U(G⃗) → N0 (ohodnoceńı
uzl̊u celými nezápornými č́ısly):

f(un) = 0

f(ui) = min{k ∈ N0; k ̸∈ {f(vj); (ui, vj) ∈ H(G⃗)}}, i = n− 1, . . . , 1.
Tato funkce se nazývá Grundyho funkce.

Označme C = {x ∈ U(G⃗); f(x) = 0}. Pak C je jádro. 2

Př́ıklad. Na následuj́ıćım obrázku jsou hodnoty Grundyho funkce jednotlivých uzl̊u zakroužkovány.

•

•

•

•

•

•

•........
.......
........
........
.......
........
........
.......
........
........
.......
........
.......
........
........
.......
........
........
.......
........
.................................

..........................

...............
..............

...............
..............

...............
..............

...............
..............

...............
..............

.........................................

..........................

.................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ..........................

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
............................

..........................

................................................................................................................................................................................................................................................ ...........................................................................................................................................
..............
........
........
........
..

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
............................
..........................

................................................................................................................................................................................................................................................................................ ..............
............

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
............................

..........................

..............
...............

..............
...............

...............
..............

...............
..............

...............
..............

.........................................

..........................

....................................................................................................................................................................................................................................
............
.........
........
........
.

.........................................................................................................................................................................................................................
.......
.......
.....

.......

.......

.......

.....

.............
.......
.........
.......................................21

.............
.......
.........
.......................................32

.......
........................................................
.....13

.............
.......
.........
.......................................04 ..............................................

.......

........
.......
25

..............................................
.......
........
.......
16

.......
........................................................
.....07

Plat́ı ještě v́ıce.

Věta 6.9. Každý orientovaný graf bez cykl̊u liché délky má jádro.

Důkaz. (myšlenka). Jádro grafu bez lichých cykl̊u lze nalézt následuj́ıćım postupem.

1. Necht’ G⃗0 je výstupńı kvazikomponenta grafu G⃗ (tj. kvazikomponenta, odpov́ıdaj́ıćı výstupńımu

uzlu kondenzace). Zvolme libovolně x ∈ U(G⃗0) a položme

S0 = {y ∈ U(G⃗0)| z y do x existuje orientovaný sled sudé délky}.

(Poznamenejme, že sled nulové délky je také sudý sled, a tedy x ∈ S0.) Dı́ky předpokladu neexistence

lichých cykl̊u je S0 jádrem G⃗0.
2. Je-li G⃗0 = G⃗ (tj. G⃗ je silně souvislý), jsme hotovi. V opačném př́ıpadě polož́ıme

G⃗1 = G⃗− (S0 ∪ {y ∈ U(G⃗)| ∃z ∈ S0 tak, že (y, z) ∈ H(G⃗)}),

a pro graf G⃗1 celý postup opakujeme.
3. Skonč́ı-li uvedený postup po k kroćıch, je jádro S grafu G⃗ sjednoceńım takto nalezených množin:

S = S0 ∪ S1 ∪ . . . Sk. 2
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Poznámka. Myšlenky d̊ukaz̊u vět 6.8 a 6.9 dávaj́ı zároveň algoritmy pro nalezeńı jádra (v těchto
speciálńıch př́ıpadech).

Poznamenejme ještě, že charakterizačńı věta orientovaných graf̊u s jádrem neńı známa, a otázka
existence jádra v obecném orientovaném grafu je NP-úplný problém.

7 Barevnost grafu

Př́ıklad. (rozvrh hodin) Je dán kurs, obsahuj́ıćı M přednášek, přičemž některé přednášky nemohou
prob́ıhat současně (stejný učitel, stejńı studenti, stejná specializovaná laboratoř apod.) Úkolem je zjistit,
v jakém nejkratš́ım čase lze odpřednášet celý kurs.

A B C
1 U U W
2 V U V
3 V

U, V, W . . . učitelé
A, B, C . . . předměty
1, 2, 3 . . . tř́ıdy

Předmět C má speciálńı učebnu

Strukturu výuky poṕı̌seme grafem tak, že jednotlivým vyučovaćım předmět̊um přǐrad́ıme uzly grafu,
a dvojićım předmět̊u, které nelze přednášet ve stejnou dobu, přǐrad́ıme hrany grafu. Graf této úlohy pak
bude vypadat takto:

..........
..........

..........
..........

..........
..........

..........
..........

..........
..........

..........
...........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
.....................................................................................................................................................................
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
.......................................................................................................................................................................................................................................................................

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

....................................................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
.......
...............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

•

•

•

•

•

•

•

1C

1B

1A

2A

2B

2C

3C

≃

.........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
..........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
..........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
..........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
........

...............................................................................................................................................

...............................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

1A1B

1C

2B

2A
2C

3C

•

• •

•

• •

•
Uzl̊um přiděĺıme vyučovaćı hodiny tak, že sousedńı uzly nebudou mı́t stejná č́ısla (hrany grafu ř́ıkaj́ı,

že dané přednášky nesmı́ prob́ıhat současně). Po chv́ıli pokus̊u zjist́ıme, že – překvapivě – daný kurs nelze
narozvrhovat do 3 hodin; potřebujeme alespoň 4 vyučovaćı hodiny.

Př́ıklad. (śıt’ vyśılač̊u) Vytvoř́ıme následuj́ıćı graf: uzly grafu odpov́ıdaj́ı vyśılač̊um TV, hrany spojuj́ı
dvojice vyśılač̊u, které se navzájem ruš́ı, a tedy nemohou vyśılat na stejném kanálu. Ćılem je nalézt
minimálńı počet kanál̊u pro vyśıláńı.

7.1 k-obarvitelnost a chromatické č́ıslo grafu

Definice 7.1. Graf G se nazývá k-obarvitelný, jestliže každému jeho uzlu lze přǐradit jednu z “barev”
1 . . . k tak, že žádné dva sousedńı uzly nemaj́ı stejnou barvu.

Poznámka. Každý graf je |U(G)|-obarvitelný (každý uzel jinou barvou).

Definice 7.2. Nejmenš́ı přirozené č́ıslo k, pro které je graf G k-obarvitelný, se nazývá chromatické č́ıslo
(barevnost) grafu G a znač́ı se χ(G).
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Př́ıklad. Graf z př́ıkladu o rozvrhu hodin má barevnost 4.

Poznámka. Úloha nalezeńı chromatického č́ısla grafu je ekvivalentńı úloze rozložeńı množiny uzl̊u grafu
na minimálńı počet nezávislých podmnožin.

Př́ıklad.
Je-li G kružnice sudé délky, pak χ(G) = 2.
Je-li G kružnice liché délky, pak χ(G) = 3.
Je-li G strom, pak χ(G) = 2.
Je-li G úplný graf, pak χ(G) = n.

Tvrzeńı 7.1. Necht’ G obsahuje jako podgraf úplný graf Kk. Pak χ(G) ≥ k.

Důkaz. Kk má chromatické č́ıslo k, G tedy muśı mı́t chromatické č́ıslo ≥ k. 2

Poznámka. Graf z př́ıkladu o rozvrhu hodin ukazuje, že ve větě může platit ostrá nerovnost. Tento
graf neobsahuje jako podgraf žádný K4, ale přesto χ(G) = 4.

Horńı odhad chromatického č́ısla dává následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 7.1. Pro každý graf G plat́ı χ(G) ≤ ∆(G) + 1, kde ∆(G) je maximálńı stupeň grafu G.

Důkaz. Indukćı podle n = |U(G)|.

1. pro n = 1 je tvrzeńı zřejmé: ∆(G) = 0 a χ(G) = 1.

2. necht’ tvrzeńı plat́ı pro každý graf s n−1 uzly a G má n uzl̊u. Sestrojme G′ odstraněńım libovolného
uzlu u. Pak G′ má n − 1 uzl̊u a maximálńı stupeň ≤ ∆(G); podle indukčńıho předpokladu je
obarvitelný ∆(G) + 1 barvami. Uzel u má stupeň nejvýše ∆(G), a tedy jeho sousedi maj́ı nejvýše
∆(G) barev – lze jej tedy obarvit tou z ∆(G) + 1 barev, kterou žádný z jeho soused̊u nemá.

2

Tato věta se dá ještě ześılit:

Věta 7.2. (Brooks) Pro každý graf G plat́ı χ(G) ≤ ∆(G) až na tyto dvě výjimky:

I. G má komponentu K(∆(G)+1),

II. ∆(G) = 2 a G má za komponentu kružnici liché délky.

Důsledek 7.1. Je-li G souvislý graf, který neńı úplným grafem ani kružnićı liché délky, pak χ(G) ≤
∆(G).

Př́ıklad.
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• χ(G) = ∆(G) = 4
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Přirozenou otázkou je, kdy má graf malou barevnost.
Prvńı krok je triviálńı: χ(G) = 1 ⇐⇒ H(G) = ∅.
Naproti tomu, grafy barevnosti 2 již tvoř́ı d̊uležitou a poměrně bohatou tř́ıdu.

Věta 7.3. χ(G) = 2 právě když H(G) ̸= ∅ a G neobsahuje kružnici liché délky.

Důkaz.
1. Má-li G kružnici liché délky, pak G zřejmě neńı 2-obarvitelný.
2. Necht’ G nemá kružnici liché délky, indukćı podle počtu kružnic dokážeme 2-obarvitelnost.

(i) Jestliže G nemá kružnici, pak je to strom a χ(G) = 2.
(ii) Necht’ každý graf bez lichých kružnic s nejvýše k − 1 kružnicemi je 2-obarvitelný; G má

k sudých kružnic. Odstraňme hranu {x, y} některé kružnice C, pak zbylý graf je podle
indukčńıho předpokladu 2-obarvitelný; protože C je sudá, maj́ı x a y r̊uzné barvy a
obarveńı lze přenést na graf G.

2

Poznámka. Každý graf barevnosti 2 je podgrafem některého úplného bipartitńıho grafu Km,n. (Důkaz:
každou monochromatickou tř́ıdu uzl̊u grafu G umı́sti do jedné partity grafu Kn,m). Proto se jim ř́ıká
bipartitńı grafy. Je zřejmé, že o tom, zda je daný graf bipartitńı, je možno rozhodnout v polynomiálńım
čase (např́ıklad hladovým algoritmem).

Pro χ(G) ≥ 3 je to ale už horš́ı, o čemž nás přesvědč́ı následuj́ıćı věta:

Věta 7.4. Úloha: “určete, zda je daný graf G 3-obarvitelný” je NP-úplná.

Důkaz. Větu dokážeme v kapitole 9. 2

Poznámka. Úloha 3-obarvitelnosti je NP-úplná dokonce i pro rovinné grafy; dokonce i pro rovinné
grafy s ∆(G) ≤ 4 (které jsou 4-obarvitelné podle Brooksovy věty).

Poznámka. Určeńı barevnosti grafu je zřejmě ekvivalentńı s nalezeńım rozkladu U(G) na minimálńı
počet nezávislých množin. Odtud plyne následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 7.5. Pro graf G s chromatickým č́ıslem χ(G) a nezávislost́ı α(G) plat́ı:

1. χ(G)α(G) ≥ |U(G)|,
2. χ(G) + α(G) ≤ |U(G)|+ 1.

Důkaz.
1. V optimálńım obarveńı grafu G χ(G) barvami je každá monochromatická tř́ıda uzl̊u nezávislou

množinou o nejvýše α(G) prvćıch.
2. Největš́ı nezávislou množinu obarv́ıme 1. barvou a zbylé uzly každý jinou barvou r̊uznou od té

prvńı. Pak α(G) + počet barev = |U(G)| + 1 ; ale pravděpodobně existuje lepš́ı obarveńı grafu
G, proto ≤.

2

Poznámka. Nalezeńı χ(G) je ovšem NP-těžká úloha. Myšlenka druhé části d̊ukazu poskytuje následuj́ıćı
heuristiku:

– hledej v G nezávislou množinu,
– obarvi ji 1 barvou a vyhod’,
– ve zbytku grafu postup opakuj.
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Heuristika, přes svoji jednoduchost, je použ́ıvaná a dává slušné výsledky.

Jiná použ́ıvaná heuristika, tzv. “sekvenčńı barveńı”, je založena na myšlence d̊ukazu věty 7.1. V kaž-
dém kroku barv́ı uzel nejnižš́ı barvou, kterou ještě nemá žádný z jeho soused̊u (varianty jsou ve volbě
barveného uzlu: náhodně, od největš́ıch stupň̊u apod.)

7.2 Barveńı map

Př́ıklad. Pokuśıme se obarvit mapu tak, jak je zvykem na tzv. “politických mapách”, tj. tak, aby
sousedńı státy měly r̊uzné barvy. Sousedńımi státy přitom rozumı́me ty, které spolu soused́ı v nekonečně
mnoha bodech. Snaž́ıme se samozřejmě minimalizovat počet použitých barev.

Barveńı mapy se dá převést na určeńı barevnosti (duálńıho) rovinného grafu (viz obrázek). Rovinnost
graf̊u zat́ım budeme uvažovat jen intuitivně, později se k jejich definici vrát́ıme.
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V daném př́ıpadě k obarveńı potřebuji 4 barvy. Dá se ukázat, že 4 barvy také vždy stač́ı:

Věta 7.6. Každý rovinný graf je 4-obarvitelný.

Tato věta dává řešeńı jednoho z nejprosluleǰśıch problémů celé historie teorie graf̊u – tzv. Problému
čtyř barev.

V rovině tedy stač́ı 4 barvy. Jak je tomu na plochách vyšš́ıch rod̊u, nám ukazuje následuj́ıćı věta:

Věta 7.7. (Heawood̊uv vzorec) Je-li G uložitelný na plochu rodu γ, pak

χ(G) ≤
[
7 +

√
1 + 48γ

2

]
.

Vzorec uvedl Heawood už roku 1890, d̊ukaz byl kompletně dokončen (pro rod 0, tj. rovinu) až v roce
1977.

Tento odstavec zakonč́ıme př́ıkladem jedné aplikace barveńı grafu.

Př́ıklad. (rozklad grafu na vrstvy rovinných graf̊u)
Necht’ je dán graf G a jeho nakresleńı v rovině (při němž se některé hrany mohou “prot́ınat” mimo

uzel). Oč́ıslujeme hrany grafu G a sestroj́ıme graf G′ tak, že uzly G′ odpov́ıdaj́ı hranám G a dva uzly G′

jsou sousedńı právě když odpov́ıdaj́ıćı hrany grafu G se prot́ınaj́ı.
Nalezneme-li obarveńı grafu G′, pak každá monochromatická tř́ıda uzl̊u v G′ odpov́ıdá množině ne-

prot́ınaj́ıćıch se hran grafu G, tj. rovinnému podgrafu. To znamená, že jsme H(G) rozložilli na χ(G′)
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rovinných podgraf̊u. Ukážeme si to na př́ıkladu grafu K3,3 na následuj́ıćım obrázku (č́ısla v kroužćıch
znamenaj́ı barvy uzl̊u v obarveńı grafu G′).
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Samozřejmě, při praktickém použit́ı metody je třeba nejdř́ıve nakreslit graf G s pokud možno malým
počtem pr̊useč́ık̊u hran a pak teprve konstruovat G′. Pak lze graf K3,3 (dokonce i K6 nebo K4,4) rozložit
jen na dvě vrstvy.

7.3 Hranové barveńı a rozklady graf̊u

Hranové obarveńı grafu lze do jisté mı́ry považovat za hranovou analogii nám již známého pojmu uzlového
obarveńı.

Definice 7.3. Hranové obarveńı grafu G je zobrazeńı H(G) do N. Dobré hranové obarveńı grafu G je
takové hranové obarveńı grafu G, při němž žádné dvě hrany téže barvy nemaj́ı společný uzel. Graf G je
hranově k-obarvitelný, jestliže existuje jeho hranové obarveńı k barvami. Chromatický index χ′(G) grafu
G je nejmenš́ı č́ıslo k, pro něž je graf G hranově k-obarvitelný.

Poznámka. Někdy se mı́sto “dobré hranové obarveńı” použ́ıvá termı́n “př́ıpustné hranové obarveńı”
(angl. “proper edge coloring”).

Př́ıklad. Z Brooksovy věty v́ıme, že chromatické č́ıslo grafu G je (až na dvě výjimky) shora omezeno
maximálńım stupněm ∆(G). Naproti tomu, graf G = Kn,n má ∆(G) = n, ale χ(G) = 2 – pro uzlové
obarveńı tedy neexistuje dolńı mez, která by byla funkćı ∆(G). Následuj́ıćı věta ukazuje, že u hranového
obarveńı je situace odlǐsná.

Věta 7.8. (Vizing) Pro každý graf G plat́ı

∆(G) ≤ χ′(G) ≤ ∆(G) + 1.
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Důkaz. Prvńı nerovnost je zřejmá, druhou nebudeme dokazovat. 2

Př́ıklad. Určete č́ıslo χ′(K8).

Podle Vizingovy věty je χ′(K8) ≥ ∆(K8) = 7. Ukážeme, že dobré obarveńı 7 barvami existuje.

Metoda prvńı – geometrická. Oč́ıslujeme uzly grafu G č́ısly 1, . . . , 8, nakresĺıme uzel 8 “dovnitř” a spoj́ıme
dle obrázku (levá část). Vzniklý obrázek sedmkrát rotujeme, přičemž při každé rotaci dáme hranám
daľśı barvu. Sjednoceńım vytvořené množiny hran dostaneme graf K8, hranově obarvený 7 barvami.
Povšimněme si toho, že každá monochromatická tř́ıda hran tvoř́ı ve vzniklém grafu párováńı (v tomto
př́ıpadě perfektńı).
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Metoda druhá – algebraická. Pracujeme v aritmetice modulo 7. Uzly oč́ıslujeme podle obrázku (pravá
část). Chromatické tř́ıdy jsou tvořeny následuj́ıćımi množinami hran.

tř́ıda hrany
1 {1,∞} {2, 0} {3, 6} {4, 5}
2 {2,∞} {3, 1} {4, 0} {5, 6}
3 {3,∞} {4, 2} {5, 1} {6, 0}
4 {4,∞} {5, 3} {6, 2} {0, 1}
5 {5,∞} {6, 4} {0, 3} {1, 2}
6 {6,∞} {0, 5} {1, 4} {2, 3}
7 {0,∞} {1, 6} {2, 5} {3, 4}

Povšimněme si toho, že při této konstrukci daľśı chromatické tř́ıdy dostaneme z prvńı postupným
přič́ıtáńım jedné.

Definujeme-li v předchoźım př́ıkladu délku hrany {i, j} předpisem min{i − j, j − i} (mod 7), pak
v každé chromatické tř́ıdě jsou hrany všech r̊uzných délek 1, 2, 3,∞. Toto pozorováńı umožňuje naši
konstrukci zobecnit: barv́ıme hrany grafu K2n, pracujeme v aritmetice modulo 2n − 1, délka hrany je
č́ıslo min{i−j, j− i} (mod 2n−1), délky hran v každé chromatické tř́ıdě jsou 1, 2, . . . , n,∞, a vše funguje
obdobně. T́ım je dokázána část následujıćıho tvrzeńı.

Věta 7.9. Pro n ≥ 2 plat́ı χ′(K2n−1) = χ′(K2n) = 2n− 1.

Důkaz. a) Pro K2n je věta už dokázána v předchoźım př́ıkladu (našli jsme obarveńı 2n− 1 barvami a
lépe to podle Vizingovy věty nejde).

b) Podle Vizingovy věty je χ′(K2n−1) ≤ 2n − 1 (př́ıslušné obarveńı dostaneme ihned např. tak, že
z K2n s obarveńım z předchoźıho př́ıkladu vynecháme jeden uzel). Zbývá dokázat, že K2n−1 nelze obarvit
∆(G) = 2n − 2 barvami. Necht’ naopak takové obarveńı existuje. Pak je množina H(K2n) rozložena na
2n − 2 monochromatických tř́ıd, a v každé z nich je nejvýše n − 1 hran. Ale počet hran grafu K2n−1 je

|H(K2n−1)| =
(
2n−1

2

)
= (2n−1)(2n−2)

2 = (2n− 1)(n− 1) > (2n− 2)(n− 1), což je spor. 2

Jak jsme již poznamenali, je-li graf K2n obarven 2n − 1 barvami, pak každá monochromatická tř́ıda
hran je 1-faktorem (perfektńım párováńım). Dostáváme tak rozklad grafu K2n na 2n− 1 1-faktor̊u. Tuto
konstrukci rozkladu grafu K2n na izomorfńı grafy lze dále zobecnit.
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Př́ıklad. Graf K8 lze rozložit na 7 kopíı grafu P4. Rozklad dostaneme analogickým postupem z jedné
kopie P4 s ohodnoceńım dle obrázku postupným přič́ıtáńım jedné (ovšemže v aritmetice modulo 7). Č́ısla
v kroužćıch znamenaj́ı délky hran.
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Z tohoto př́ıkladu je ihned vidět myšlenka d̊ukazu následuj́ıćıho tvrzeńı (zde symbolem ℓ(h) znač́ıme
délku hrany h).

Věta 7.10. Bud’ G graf o n hranách. Existuje-li ohodnoceńı uzl̊u grafu G č́ısly 0, 1, . . . , n−1,∞ takové,

že

(i) pro každé dvě hrany h1, h2 ∈ H(G) je ℓ(h1) ̸= ℓ(h2),

(ii) {ℓ(h1), . . . , ℓ(hn)} = {1, . . . , n− 1,∞},
pak existuje rozklad grafu K2n na 2n− 1 kopíı grafu G.

Poznámka. Uzlové ohodnoceńı s vlastnostmi z věty 7.10 se nazývá “graceful labelling” (česky snad
“p̊uvabné ohodnoceńı”). Jedna ze známých a dosud otevřených hypotéz ř́ıká, že každý strom má p̊uvabné
ohodnoceńı.

Uvedeme si ještě jeden př́ıklad podobné obecné konstrukce rozkladu grafu.

Př́ıklad. Máme graf osmistěnu a pokouš́ıme se o jeho rozložeńı na dva faktory 2. stupně. Řešeńı je na
následuj́ıćım obrázku (č́ısla 1 a 2 u hran nám udávaj́ı, ve kterém faktoru se hrana nalézá).
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Úspěšně jsme tedy graf 4. stupně rozložili na dva podgrafy 2. stupně. Jde to vždy? Odpověd’ nám dá
následuj́ıćı věta.

Věta 7.11. Každý pravidelný graf 4. stupně se dá rozložit na dva kvadratické (= pravidelné 2. stupně)
faktory.

Důkaz. G je eulerovský; sestroj́ıme tedy eulerovský tah a jeho hrany oč́ıslujeme stř́ıdavě 1 a 2. Toto
oč́ıslováńı udává př́ıslušnost hran k faktor̊um. 2

Př́ıklad. Na závěr odstavce si ukážeme, jak lze rozklad grafu použ́ıt na řešeńı jednoho klasického
hlavolamu.

Máme 4 kostky se stěnami, obarvenými čtyřmi barvami (žlutou, modrou, červenou a zelenou). Úkolem
je sestavit kostky do sloupečku tak, aby na žádné straně nebyly dvě stěny stejné barvy.

Po sestaveńı bude každá barva jednou na každé stěně vzniknuvš́ıho hranolu. Pro každou kostku na-
kresĺıme graf, v němž barvy (uzly) jsou spojeny hranou právě tehdy, jsou-li na protilehlých stěnách.
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č z
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Tyto grafy poskládáme do jediného grafu s t́ım, že ohodnot́ıme hrany č́ısly podle toho, z kterého grafu
byly použity.
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žl
m
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Úkolem je nalézt dva hranově disjunktńı podgrafy, které jsou pravidelné 2. stupně a maj́ı hrany všech
čtyř p̊uvodńıch graf̊u. Tyto podgrafy ukazuje následuj́ıćı obrázek.
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Z těchto graf̊u již sestav́ıme řešeńı úlohy.

8 Modely výpočtu

V této a následuj́ıćı kapitole využijeme dosud poznané pojmy a poznatky z teorie graf̊u jako aparát, na
němž vybudujeme základy teorie výpočetńı složitosti. Zejména dáme přesný obsah pojmu NP-úplnosti
(který jsme dosud chápali sṕı̌se intuitivně), a závěrem i NP-úplnost některých základńıch problémů
dokážeme.

Chceme-li precizovat pojmy jako “časová náročnost výpočtu”, “polynomiálńı problém”, “efektivńı
algoritmy” a podobně, muśıme nejprve naj́ıt vhodný abstraktńı model pro samotný výpočet, popsaný
algoritmem. Je mnoho možných definic algoritmu (např. Turing̊uv poč́ıtač, rekurzivńı funkce, program
v některém programovaćım jazyku apod.). Tzv. “Churchova teze” ř́ıká, že každá úloha, algoritmizovatelná
podle některé definice, je algoritmizovatelná i podle všech ostatńıch definic.

8.1 Poč́ıtač s libovolným př́ıstupem

My budeme použ́ıvat jako model výpočtu tzv. poč́ıtač s libovolným př́ıstupem, jehož model je zobrazen na
následuj́ıćım obrázku. Jeho popis je sice komplikovaněǰśı než např. u Turingova poč́ıtače, ale tato nevýhoda
je kompenzována mnohem snazš́ı praćı s modelem (který je bližš́ı reálnému poč́ıtači). V anglické literatuře
bývá tento model označován zkratkou RAM (“Random Access Machine”).
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výstupńı
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V poĺıch vstupńı i výstupńı pásky jsou celá č́ısla libovolně velká.

Pamět’ových buněk je neomezený počet a lze do nich vkládat neomezeně velká č́ısla.

Č́ısla před registry a pamět’ovými buňkami udávaj́ı adresu.

Nadále pojem “poč́ıtač” nebo “stroj” znamená vždy tento abstraktńı model. Přehledně uvedeme definice

základńıch pojmů, týkaj́ıćıch se poč́ıtače s libovolným př́ıstupem.

Konfigurace poč́ıtače: přǐrazeńı, které každému

– poli vstupńı pásky

– poli výstupńı pásky

– pamět’ové buňce

– programovému registru

přǐrazuje celé č́ıslo (= popis okamžitého stavu poč́ıtače).

Počátečńı konfigurace: existuje n takové, že

– pole vstupńı pásky s adresami n, n+ 1, . . .

– všechna pole výstupńı pásky

– všechny pamět’ové buňky

obsahuj́ı nuly a programový registr má hodnotu 1. 8

8Tedy na poĺıch vstupńı pásky s adresami 0, . . . , n− 1 jsou vstupńı data.
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Výpočet poč́ıtače: posloupnost konfiguraćı C0, C1, . . . taková, že C0 je počátečńı konfigurace, a krok je

dán některým z př́ıkaz̊u (viz dále).

Program poč́ıtače: konečná posloupnost p1, . . . , pn př́ıkaz̊u.

Př́ıkazy:

– přesuny v paměti

– LOAD operand do pracovńıho registru ulož́ı hodnotu operandu (ostatńı nezměněno)

– STORE operand do pamět’. buňky s adresou rovnou adrese operandu ulož́ı obsah prac. registru

– aritmetické př́ıkazy

– ADD operand k obsahu pracovńıho registru se přičte hodnota operandu

– SUBTRACT operand od obsahu prac. registru se odečte hodnota operandu

– MULTIPLY operand obsah pracovńıho registru se násob́ı hodnotou operandu

– DIVIDE operand obsah prac. registru se děĺı hodnotou operandu

– vstupy, výstupy

– READ do prac. registru dá obsah aktuálńıho pole vstupńı pásky a posune hlavu o 1 vpravo

– WRITE obsah prac. registru ulož́ı do aktuálńıho pole výstupńı pásky a posune hlavu o 1 vpravo

– skoky

– JUMP návěšt́ı ulož́ı návěšt́ı do programového registru

– JZERO návěšt́ı provede př́ıkaz JUMP, pokud je obsah pracovńıho registru roven nule

– JGE návěšt́ı provede př́ıkaz JUMP, pokud obsah prac. registru je ≥ 0

Návěšt́ım rozumı́me č́ıslo instrukce či př́ıkazu programu, tj. přirozené č́ıslo.

– zastaveńı

– STOP ukonč́ı výpočet

– ACCEPT ukonč́ı výpočet, u rozhodovaćıch úloh má pravdivostńı hodnotu 1

– REJECT totéž jako ACCEPT, ale dává hodnotu 0

Zp̊usoby zadáńı operandu:

– j (j je přirozené č́ıslo nebo nula) - adresa operandu je j, hodnota operandu je obsah buňky

s adresou j.

– ∗j (j je celé č́ıslo) - adresa operandu je i+j, kde i je obsah indexového registru, hodnota je obsah

buňky s adresou i+ j.

– = j (j je celé č́ıslo) - hodnota je j, adresa neńı definována.

Adresovaćı chyba: nastane, když se u operandu ∗j objev́ı okamžitá hodnota i + j záporná. Výpočet se

v takovémto př́ıpadě zastav́ı.

8.2 Časová a pamět’ová náročnost výpočtu

Definice 8.1. Řekneme, že výpočet poč́ıtače trval dobu t, jestliže

– v t-tém kroku došlo k:

– provedeńı př́ıkazu zastaveńı, nebo

– adresovaćı chybě, nebo

– děleńı nulou,

– v kroćıch 0, 1, . . . , t− 1 žádný z uvedených př́ıpad̊u nenastal.

Řekneme, že výpočet poč́ıtače pracoval s pamět́ı velikosti m, jestliže

– nebyl proveden př́ıkaz s adresou > m,

– byl proveden př́ıkaz s adresou = m.

Poznámka. To znamená, že použ́ıváme tzv. uniformńı hodnoceńı paměti, tj. takové, při němž se

nepřihĺıž́ı k obsahu buňek a jeho velikosti.
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Toto hodnoceńı je zpravidla lepš́ı než logaritmické (při němž se při odhadu doby, potřebné pro pro-

vedeńı př́ıkazu, vycháźı z délky binárńıho zápisu č́ısla, s ńımž se operuje), má však háček: fakt, že

nepřihĺıž́ıme k velikosti obsahu buněk, lze využ́ıt ke “zrychleńı” t́ım, že např. řádek matice ulož́ıme jako

jedno č́ıslo. Tato “úspora” je samozřejmě jen zdánlivá. Aby však nedocházelo k podobným nepřesnostem,

dohodneme se takto:

Omezeńı 1. Necht’ p je pevně daný polynom. Připoušt́ıme jen výpočty, pro něž v žádné buňce paměti

neńı č́ıslo v absolutńı hodnotě větš́ı než p(max{n, |c1|, |c2|, . . . , |cn|}), kde c1, . . . , cn jsou vstupńı data.

Kdyby nastal př́ıpad, že toto omezeńı je př́ılǐs silné, rozděĺıme velká č́ısla do několika buněk a přesuny

v paměti provedeme posloupnost́ı př́ıkaz̊u.

Jak ale vyřeš́ıme omezeńı rozsahu paměti? Zřejmě plat́ı, že počet buněk paměti nebude větš́ı než počet

krok̊u výpočtu. Ale rozsah paměti je dán největš́ı adresou, nikoliv počtem buněk, neńı tedy záruka, že

uvedená nerovnost bude splněna. Plat́ı ale následuj́ıćı věta.

Věta 8.1. Necht’ f je funkce a M poč́ıtač, který každou vstupńı posloupnost délky n zpracuje v čase

f(n). Pak existuje poč́ıtač M ′, který zpracuje týž vstup v čase O
(
(f(n))2

)
a v paměti O(f(n)) a dá týž

výstup.

Důkaz. (myšlenka)

Poč́ıtač M ′ koṕıruje výpočet poč́ıtače M s t́ım rozd́ılem, že kdykoliv M ukládá č́ıslo c na adresu a,

poč́ıtač M ′ ukládá do dvojice prvńıch volných pamět’ových buněk č́ıslo a a c (technické detaily simulace

nejsou pro nás až tak d̊uležité, nebudeme se jimi bĺıže zabývat). Jasné je, že:

– M ′ pracuje v paměti O(f(n)), nebot’ ukládá nejvýše dvojici údaj̊u pro každý krok poč́ıtače M ,

– M ′ pracuje v čase O
(
(f(n))2

)
, nebot’ potřebuje O(f(n)) krok̊u a provede je nejvýše f(n) krát.

2

Důsledek 8.1. Jestliže existuje poč́ıtač, který každou vstupńı posloupnost délky n zpracuje v poly-

nomiálńım čase, pak existuje poč́ıtač, který každou vstupńı posloupnost zpracuje v polynomiálńım čase

i paměti.

Tedy - při definici polynomiality se stač́ı omezit na časovou složitost.

8.3 Problémy (jazyky) tř́ıdy P

Definice 8.2. Vstupńımi daty nebo slovem nazveme konečnou posloupnost nul a jedniček. Délkou

slova rozumı́me počet člen̊u posloupnosti vstupńıch dat. Jazykem nazveme konečnou (nebo i nekonečnou)

množinu slov.

Definice 8.3. Přij́ımaćı poč́ıtač je poč́ıtač, který má následuj́ıćı dvě vlastnosti:

(i) jeho program neobsahuje př́ıkazy WRITE ani STOP,

(ii) pro každé slovo w se výpočet zastav́ı po konečném počtu krok̊u provedeńım př́ıkaz̊u ACCEPT

nebo REJECT (aniž by došlo k adresovaćı chybě nebo děleńı nulou).

Řekneme, že přij́ımaćı poč́ıtač přij́ımá slovo w, pokud se výpočet zastav́ı př́ıkazem ACCEPT , a odmı́tá

slovo q, pokud výpočet skonč́ı př́ıkazem REJECT.

Množina přij́ımaných slov se nazývá jazyk přij́ımaný poč́ıtačem.

Poznámka. Smysl právě zavedeného pojmu je v tom, že přij́ımaćı poč́ıtač je abstraktńım modelem

algoritmu, řeš́ıćıho rozhodovaćı problém (např. existence hamiltonovské kružnice v daném grafu).
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Definice 8.4. Necht’ J je jazyk a f : N → N. Časová (pamět’ová) složitost jazyka J je nejvýše f , jestliže

existuje přij́ımaćı poč́ıtač M , který přij́ımá J a každé slovo jazyka J délky n zpracuje v čase (paměti)

f(n).

Definice 8.5. Tř́ıda P je tř́ıda všech jazyk̊u J , pro něž existuje polynom p takový, že časová složitost

jazyka J je nejvýše p.

Př́ıklady jazyk̊u tř́ıdy P: posloupnosti vstupńıch dat odpov́ıdaj́ıćı:

– souvislým graf̊um,

– k-souvislým graf̊um ∀k ≥ 1,

– acyklickým orientovaným graf̊um, . . .

Poznámka. Jestliže pojem přij́ımaćıho poč́ıtače je abstraktńım modelem algoritmu, řeš́ıćıho rozhodo-

vaćı problém, pak pojem jazyka je modelem tohoto problému. Zd̊urazněme zde, že při zkoumáńı př́ısluš-

nosti jazyka ( = problému) do některé z tř́ıd muśı j́ıt vždy o rozhodovaćı problém (např. “je daný graf

souvislý?”). Optimalizačńı problémy muśıme nejprve na rozhodovaćı úlohu převést. Např. mı́sto úlohy

nalezeńı minimálńı kostry muśıme uvažovat rozhodovaćı problém zda existuje kostra ceny ≤ k pro nějaké

předem pevně dané k.

9 Teorie NP-úplnosti

Začneme zdánlivě jinde - u logických formuĺı.

9.1 Logické formule

Pro účely tohoto odstavce vystač́ıme s nejjednodušš́ı definićı booleovské proměnné a logické formule.

Logická (booleovská) proměnná je proměnná, která nabývá hodnot 0 (false) a 1 (true).

Definice logické formule je konstruktivńı:

(i) konstanty 0 a 1 a každá logická proměnná jsou logickými formulemi,

(ii) jsou-li f , g logické formule, pak je logická formule i výraz f̄ , f ∧ g, f ∨ g, f ⇒ g, f ⇔ g, f ⊕ g.

(Zde symbol f ⊕ g označuje tzv. ”vylučovaćı nebo”, které má hodnotu 1 právě když má hodnotu

1 právě jeden z argument̊u f , g.)

Definice 9.1. Má-li formule pro dané hodnoty proměnných hodnotu 1, ř́ıkáme, že je splněna. Formule,

která je splněna pro všechny hodnoty proměnných, se nazývá tautologie.

Řekneme, že formule f proměnných x1, x2, . . . , xn je splnitelná, jestliže existuj́ı hodnoty x1, x2, . . . , xn,

pro které je f splněna.

Př́ıklad. Uvažujme logickou formuli f(x, y, z) = (x ⇒ ȳ) ∧ (x̄ ⇒ z). Zjist́ıme, pro které hodnoty pro-

měnných je formule f splněna.

x y z x̄ ȳ x ⇒ ȳ x̄ ⇒ z f

0 0 0 1 1 1 0 0

0 0 1 1 1 1 1 1

0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 1 1 0 1 1 1

1 0 0 0 1 1 1 1

1 0 1 0 1 1 1 1

1 1 0 0 0 0 1 0

1 1 1 0 0 0 1 0
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Naše formule je tedy splnitelná a je splněna pro vektory proměnných [0, 0, 1], [0, 1, 1, ], [1, 0, 0, ] a [1, 0, 1].

Př́ıklad. Formule f(x, y, z) = (x ⇒ (y ∨ z)) ∧ (y ⊕ z) nabývá hodnoty 0 pro všechny vektory [x, y, z]

(ověřte tabulkou) a tedy neńı splnitelná.

Definice 9.2. Proměnné a jejich negace se nazývaj́ı literály. Literály a disjunkce dvou či v́ıce literál̊u

se nazývaj́ı (disjunktivńı) klauzule.

Je-li formule disjunktivńı klauzuĺı nebo konjunkćı dvou či v́ıce disjunktivńıch klauzuĺı, ř́ıkáme, že formule

je v konjunktivńı normálńı formě (tvaru).

Je-li formule v konjunktivńı normálńı formě a každá klauzule obsahuje literály všech proměnných, ř́ıkáme,

že formule je v úplné konjunktivńı normálńı formě (tvaru).

Poznámka. Název “konjunktivńı normálńı forma”, resp. “úplná konjunktivńı normálńı forma” budeme

v následuj́ıćım zkracovat KNF, resp. ÚKNF.

Př́ıklad. Formule f(x, y, z) = (x ⇒ ȳ) ∧ (x̄ ⇒ z) neńı v konjunktivńı normálńı formě (KNF).

Vı́me ale (viz př́ıklad za definićı 9.1), kdy je tato formule splněna a kdy ne. Vezmeme ty hodnoty

proměnných, kdy formule splněna neńı a slož́ıme formuli (x∨ y∨ z)∧ (x∨ ȳ∨ z)∧ (x̄∨ ȳ∨ z)∧ (x̄∨ ȳ∨ z̄),

která je v ÚKNF.

Posledńı dva členy lze zapsat ve tvaru x̄∨ ȳ, podobně i prvńı dva členy slouč́ıme do tvaru x∨ z. Formule

pak źıská následuj́ıćı podobu: f(x, y, z) = (x ∨ z) ∧ (x̄ ∨ ȳ). Formule je v KNF, ale již ne v ÚKNF.

Poznámka. Lze dokázat, že pro danou formuli existuje vždy jen jediná ÚKNF (je tedy určena jed-

noznačně). Pro KNF toto obecně neplat́ı – téže formuli může odpov́ıdat několik r̊uzných KNF. Např.

formuli z předchoźıho př́ıkladu lze zapsat rovněž ve tvaru f(x, y, z) = (x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ ȳ ∨ z) ∧ (x̄ ∨ ȳ),

což je také KNF (nikoliv však úplná).

Analogicky lze definovat disjunktivńı normálńı formu (DNF):

Definice 9.3. Literály a konjunkce dvou či v́ıce literál̊u se nazývaj́ı (konjunktivńı) klauzule. Je-li for-

mule konjunktivńı klauzuĺı nebo disjunkćı dvou či v́ıce konjunktivńıch klauzuĺı, ř́ıkáme, že formule je

v disjunktivńım normálńım tvaru (formě).

Poznámka. Analogicky můžeme též definovat úplnou DNF (ÚDNF), a analogické tvrzeńı plat́ı pro

jednoznačnost, resp. nejednoznačnost ÚDNF, resp. DNF (plyne z principu duality).

Př́ıklad. ÚDNF formule uvedené v př́ıkladu za definićı 9.1 je f(x, y, z) = (x̄∧ ȳ ∧ z)∨ (x̄∧ y ∧ z)∨ (x∧
ȳ ∧ z̄)∨ (x∧ ȳ ∧ z). Opět je možno slučovat dvojice klauzuĺı až do tvaru f(x, y, z) = (x̄∧ z)∨ (x∧ ȳ), což

je DNF, ale již ne úplná.

Věta 9.1. Každou nekonstantńı logickou formuli lze vyjádřit v ÚDNF i ÚKNF.

Důkaz. Myšlenka d̊ukazu je naznačena v předešlých př́ıkladech, kde je vlastně popsána konstrukce

těchto úplných forem. 2
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9.2 Problém splnitelnosti logických formuĺı – SAT

Následuj́ıćı problém, nazývaný “problém splnitelnosti logických formuĺı” (anglicky “satisfiability problem”

– odtud zkratka “SAT”) bude mı́t pro nás zásadńı d̊uležitost.

SAT

Vstup: logická formule f(x1, x2, . . . , xn) v proměnných x1, x2, . . . , xn v KNF (tj. f = c1 ∧ c2 ∧ . . . ∧ cm,

kde ci jsou klauzule proměnných x1, x2, . . . , xn).

Úkol: zjistit, zda je formule f splnitelná.

Př́ıklad. Mějme logickou formuli f = (x ∨ y ∨ z̄) ∧ (x̄ ∨ ȳ) ∧ (x̄ ∨ z) ∧ (x ∨ z̄) ∧ (x̄ ∨ ȳ ∨ z) ∧ (y ∨ z).

Podař́ı-li se nám “uhádnout” hodnoty x = 1, y = 0, z = 1, pak snadno ověř́ıme, že f(1, 0, 1) = 1, a v́ıme,

že je splnitelná.

Naproti tomu formule g(x, y, z) = (x∨ y ∨ z)∧ (x∨ z̄)∧ (x∨ ȳ ∨ z)∧ (x̄∨ y ∨ z)∧ (x̄∨ ȳ)∧ (x̄∨ y ∨ z̄)

splnitelná neńı. Tento fakt ale neumı́me algoritmicky efektivně zjistit, museli bychom prozkoumat 23

možnost́ı (všechna možná přǐrazeńı hodnot proměnným x, y, z).

I daľśı úlohy, např. k-obarvitelnost, hamiltonovskost, existence kliky velikosti k, maj́ı obdobný cha-

rakter. Pokud řešeńı existuje a “náhodou” se nám ho podař́ı uhodnout, pak ověřeńı, že to, co jsme

uhodli, opravdu splňuje podmı́nky úlohy, je možno provést v polynomiálńım čase. Pokud však řešeńı

úlohy neexistuje, pak tento fakt nejsme schopni algoritmicky efektivně (tj. v polynomiálńım čase) ověřit.

V odstavci 9.4 si ukážeme, že tato shoda neńı v̊ubec náhodná, protože, jak uvid́ıme v odst. 9.7, problém

SAT je jedńım ze základńıch NP-úplných problémů.

Nejprve si ale ukážeme, že omeźıme-li se na formule, v nichž každá klauzule má délku nejvýše 2, pak

je úloha splnitelnosti takových formuĺı řešitelná v polynomiálńım čase.

9.3 Problém k-SAT a polynomialita problému 2-SAT

Úloha k-SAT je speciálńım př́ıpadem úlohy SAT, v němž se omezujeme na formule, u nichž každá klauzule

má délku nejvýše k (kde k je předem dané přirozené č́ıslo). V tomto odstavci si ukážeme, že úloha 2-SAT

je řešitelná v polynomiálńım čase. Poznamenejme, že v odstavci 9.8 poznáme, že již pro k = 3 je úloha

3-SAT NP-úplná.

k-SAT

Vstup: logická formule tvaru

f(x1, x2, . . . , xn) =

m∧
i=1

 k∨
j=1

aij

 ,

kde každé aij je rovno xℓ nebo x̄ℓ pro vhodné ℓ = 1, . . . , n (tj. f je formule v KNF, která má m klauzuĺı

délky k).

Úkol: zjistit, zda je formule f splnitelná.

Poznámka. Úlohu k-SAT jsme zformulovali pro formule s klauzulemi délky právě k. Je však snadno

vidět, že každou formuli s klauzulemi délky nejvýše k lze ekvivalentně zapsat tak, že má klauzule délky

právě k tak, že v
”
kratš́ıch“ klauzuĺıch opakujeme některý literál.
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Speciálńım př́ıpadem úlohy k-SAT pro k = 2 je následuj́ıćı problém.

2-SAT

Vstup: logická formule f(x1, . . . , xn) = (a1∨b1)∧(a2∨b2)∧. . . ,∧(am∨bm), kde každé ai, bi(i = 1, . . . m)

je rovno xℓ nebo x̄ℓ pro vhodné ℓ = 1, . . . , n (tj. f je formule v KNF s klauzulemi délky 2).

Úkol: zjistit, zda je formule f splnitelná.

Věta 9.2. 2-SAT ∈ P.

Důkaz. Důkaz věty spoč́ıvá v tom, že ukážeme myšlenku konstrukce polynomiáńıho algoritmu pro

úlohu 2-SAT.

Necht’ f = C1 ∧ C2∧, . . . ,∧Cm je formule v proměnných x1, . . . , xn s klauzulemi o 2 literálech.

Sestroj́ıme orientovaný graf G⃗f následuj́ıćı konstrukćı: U(G⃗f ) = {x1, . . . , xn, x̄1, . . . , x̄n}, a pro každou

klauzuli Ci = (a∨ b) budou v G⃗f obě hrany (ā, b) a (b̄, a) (uvědomme si, že ¯̄b = b). Např́ıklad, pro formuli

f(x1, x2, x3) = (x1 ∨ x̄2) ∧ (x̄1 ∨ x̄2) ∧ (x̄2 ∨ x3) je př́ıslušný graf G⃗f na následuj́ıćım obrázku.
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x̄1 x̄2 x̄3

x1 x2 x3

G⃗f

Před vlastńım d̊ukazem věty 9.2 nejprve dokážeme několik pomocných tvrzeńı.

Lemma 9.1. Existuje-li v G⃗f orientovaný sled z a do b, pak v G⃗f existuje i orientovaný sled z b̄ do ā.

Důkaz lemmatu 9.1 plyne ihned z konstrukce grafu G⃗f , nebot’ zřejmě (a, b) ∈ H(G⃗f ) právě když (b̄, ā) ∈
H(G⃗f ). 2

Splňuj́ıćı přiřazeńı je každý vektor t ∈ {0, 1}n, pro který f(t) = 1 (tj. takové přǐrazeńı hodnot

proměnným x1, . . . , xn, že pro tyto hodnoty je formule f splněna).

Je-li a literál a t ∈ {0, 1}n přǐrazeńı hodnot proměnným x1, . . . , xn, pak hodnotu literálu a po dosazeńı

vektoru hodnot t budeme značit a(t).

Lemma 9.2. Existuje-li v G⃗f cesta z a do b, pak pro každé splňuj́ıćı přǐrazeńı t je a(t) = 1 ⇒ b(t) = 1.

Důkaz. Je-li (a, b) hrana G⃗f , pak v f existuje klauzule (ā ∨ b). Protože t je splňuj́ıćı, má (po dosazeńı

vektoru t) každá klauzule hodnotu 1. Tedy i (ā(t) ∨ b(t)) = 1. Je-li a(t) = 1, pak ā(t) = 0, a tedy nutně

b(t) = 1. Zbytek d̊ukazu plyne snadnou indukćı. 2

Lemma 9.3. Je-li t splňuj́ıćı přǐrazeńı, pak pro každou kvazikomponentu G⃗i grafu G⃗f a pro každé uzly

a, b ∈ U(G⃗i) je a(t) = b(t) (a tedy také ā(t) = b̄(t)).

Důkaz lemmatu 9.3 plyne ihned z lemmat 9.1 a 9.2. 2

Lemma 9.4. Formule f je splnitelná právě když žádná kvazikomponenta grafu G⃗f neobsahuje současně

některou proměnnou i jej́ı negaci.

Důkaz. a) Necht’ t je splňuj́ıćı přǐrazeńı. Je-li v některé kvazikomponentě grafu G⃗f současně a = xi i

b = x̄i, pak podle lemmatu 9.3 muśı být xi(t) = x̄i(t), což je spor. Podmı́nka věty je tedy nutná.
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b) Ukážeme, že podmı́nka věty je postačuj́ıćı. Necht’ tedy žádná kvazikomponenta grafu G⃗f neobsahuje

současně žádnou proměnnou i jej́ı negaci; sestroj́ıme splňuj́ıćı přǐrazeńı t.

Označme G⃗1, . . . , G⃗s kvazikomponenty grafu G⃗f v acyklickém oč́ıslováńı (tj. G⃗1 je vstupńı, G⃗s je

výstupńı a hrany z Gi do Gj existuj́ı pouze pro i < j).

Konstrukce přiřazeńı t. Postupujeme pro j = s, s − 1, . . . , 1, pro každou proměnnou xi urč́ıme největš́ı

index j0 takový, že xi nebo x̄i je v G⃗j0 , a polož́ıme

xi = 1, jestliže xi ∈ U(G⃗j0),

xi = 0, jestliže x̄i ∈ U(G⃗j0).

Protože v G⃗j0 nemůže být současně xi i x̄i, je toto přǐrazeńı jednoznačné.

Zbývá dokázat, že t je splňuj́ıćı, tj. že každá klauzule má hodnotu 1. Předpokládejme naopak, že

nějaká klauzule C = (a ∨ b) má hodnotu 0. Pak a nemá hodnotu 1, protože v okamžiku přǐrazeńı už ā

měl hodnotu 1 v nějaké kvazikomponentě s vyšš́ım indexem. Označ́ıme:

G⃗i1 kvazikomponentu obsahuj́ıćı a,

G⃗i2 kvazikomponentu obsahuj́ıćı b,

G⃗i3 kvazikomponentu obsahuj́ıćı ā,

G⃗i4 kvazikomponentu obsahuj́ıćı b̄.

Pak a nemá hodnotu 1, protože v okamžiku přǐrazeńı už ā měl hodnotu 1 v G⃗i3 , a tedy i1 < i3. Obdobně

b nemá hodnotu 1, protože v okamžiku přǐrazeńı už b̄ měl hodnotu 1 v G⃗i4 , odkud i2 < i4. Ale protože

(ā, b) ∈ H(G⃗f ), je i3 ≤ i2, a obdobně z (b̄, a) ∈ H(G⃗f ) plyne i4 ≤ i1. Celkem tedy i1 < i3 ≤ i2 < i4 ≤ i1,

což je spor. Každá klauzule má tedy hodnotu 1, tj. f je splněna. 2

Nyńı můžeme dokončit d̊ukaz věty 9.2. Graf Gf má |U(Gf )| = 2n uzl̊u a |H(Gf )| = 2m hran, tj.

jeho velikost je polynomiálńı funkćı rozměru formule f . Protože kvazikomponenty, kondenzaci i acyklické

č́ıslováńı lze nalézt v polynomiálńım čase, dává lemma 9.4 polynomiálńı algoritmus pro rozhodnut́ı, zda

f je splnitelná. 2

Př́ıklad. Necht’ f(x1, x2, x3) = (x̄1 ∨ x̄3) ∧ (x2 ∨ x̄3) ∧ (x̄1 ∨ x3) ∧ (x2 ∨ x3). Graf Gf (viz obrázek) je

acyklický, a pro acyklické oč́ıslováńı jeho uzl̊u dané tabulkou:
uzel x1 x2 x3 x̄1 x̄2 x̄3

acyklické oč́ıslováńı 1 5 4 6 2 3
dostaneme splňuj́ıćı přǐrazeńı t = (0, 1, 1).
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G⃗f

Př́ıklad. Necht’ f(x1, x2, x3) = (x1 ∨ x2) ∧ (x̄1 ∨ x2) ∧ (x̄2 ∨ x3) ∧ (x̄2 ∨ x̄3). Graf Gf (viz obrázek) je

silně souvislý, a tedy f neńı splnitelná.
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G⃗f

V následuj́ıćım odstavci uvid́ıme, že bez omezeńı délky klauzuĺı je problém SAT ekvivalentńı s úlohou

nalézt v daném neorientovaném grafu nezávislou množinu předepsané velikosti .
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9.4 Problém existence nezávislé množiny uzl̊u dané velikosti – IND

Problémem IND (angl “independent set” - nezávislá množina) rozumı́me následuj́ıćı úlohu.

IND

Vstup: neorientovaný graf G na n uzlech a přirozené č́ıslo k ≤ n.

Úkol: zjistit, zda v grafu G existuje nezávislá množina uzl̊u velikosti alespoň k.

Poznámka. Úloha IND je často zaměňována s úlohou zjǐstěńı č́ısla nezávislosti α(G) daného grafu G.

Určeńı hodnoty α(G) (stejně jako kteréhokoliv jiného parametru grafu) je však optimalizačńım, a nikoliv

rozhodovaćım problémem, a tedy nemá smysl hovořit o jeho př́ıslušnosti či nepř́ıslušnosti do tř́ıdy P.

Úlohu lze však snadno převést na n-násobné provedeńı úlohy IND pro r̊uzné hodnoty konstanty k. Odtud

ihned plyne, že α(G) lze určit v polynomiálńım čase právě když př́ıslušná rozhodovaćı úloha IND patř́ı

do tř́ıdy P, a tedy z hlediska polynomiality či nepolynomiality jsou obě úlohy ekvivalentńı.

Př́ıklad. Je dán graf G s uzly x1, x2, . . . , xn a č́ıslo k. Sestroj́ıme formuli f(u1, u2, . . . , un) takovou, že

f je splněna právě když množina N = {xi ∈ U(G)|ui = TRUE} je nezávislá množina o alespoň k prvćıch.

Polož́ıme f(u1, . . . , un) = f1(u1, . . . , un) ∧ f2(u1, . . . , un), kde

(i) f1(u1, . . . , un) =
∧

(xi,xj)∈H(G)

(ūi ∨ ūj),

(ii) f2(u1, . . . , un) je formule, která má hodnotu TRUE právě tehdy, když alespoň k z proměnných

u1, . . . , un má hodnotu TRUE (na toto existuj́ı standardńı konstrukce, které zde nebudeme

uvádět).

Např́ıklad, pro graf G uvedený na obrázku je formule f1 tvaru f1 = (ū1 ∨ ū2) ∧ (ū2 ∨ ū3) ∧ (ū3 ∨ ū4) ∧
(ū4 ∨ ū5) ∧ (ū2 ∨ ū4).

• • • • •.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.....
......
......
.......
.......
........
.........
...........
...............
....................................................................................................................................

G

x1 x2 x3 x4 x5

Je zřejmé, že f1 je splněna právě tehdy, když množina N = {xi|ui = 1} je nezávislá.

Poznámka. Všimněme si, že délka formule f1 je polynomiálńı funkćı n, nebot’ počet klauzuĺı je ro-

ven počtu hran grafu (který je nejvýše O(n2)). Pro formuli f2 plat́ı totéž. To znamená, že jsme našli

polynomiálńı redukci IND na SAT.

Z tohoto faktu vyplývaj́ı následuj́ıćı d̊usledky. Zformulujeme si je již nyńı, i když poněkud nepřesně –

pojmy v nich použité dostanou přesný obsah v odstavci 9.6.

Důsledek 9.1. Úloha SAT je alespoň tak těžká jako úloha IND.

Důsledek 9.2. Kdybychom měli polynomiálńı algoritmus na SAT, bylo by možné vytvořit polynomiálńı

algoritmus i na IND.

Př́ıklad. Necht’ je nyńı naopak dána logická formule v KNF tvaru

f(u1, u2, . . . , un) =
m∧
i=1

mi∨
j=1

aij

 ,

kde každé aij je tvaru uk nebo ūk pro vhodné k.
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Sestroj́ıme graf G následuj́ıćı konstrukćı:

U(G) = {xij | i = 1, . . . ,m ; j = 1, . . . ,mi},
H(G) = {{xij , xpq}| i = p a j ̸= q} ∪ {{xij , xpq}| i ̸= p, j = q a aij = āpq}.

Ukážeme, že v G existuje nezávislá množina velikosti m právě když f je splnitelná.

a) Je-li f(u1, . . . , uk) = 1, pak v každé klauzuli existuje alespoň jeden literál, který je roven jedné,

a př́ıslušné uzly v G jsou nezávislé.

b) Naopak, je-li M nezávislá množina velikosti m v G, pak každý uzel je z jiné kliky (tj. z jiné

klauzule). V př́ıslušné klauzuli polož př́ıslušný literál = 1 (z nezávislosti M plyne, že nemůže

nikde doj́ıt ke sporu definováńım stejné proměnné dvěma zp̊usoby). Př́ıpadné zbylé proměnné

dodefinujeme libovolně. Pak každá klauzule = 1 a tedy i f = 1.

Nalezli jsme tedy polynomiálńı redukci SAT na IND.

Konstrukci grafu G ilustrujme na formuli f = (u1 ∨ ū2 ∨ u3) ∧ (ū1 ∨ ū2 ∨ ū3) ∧ (u1 ∨ u2). Graf G,

sestrojený pomoćı výše uvedené konstrukce, a pravdivostńı tabulka formule f jsou na obrázku.
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u1 u2 u3 c1 c2 c3 f

0 0 0 1 1 0 0

0 0 1 1 1 0 0

0 1 0 0 1 1 0

0 1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 1 1 1

1 0 1 1 1 1 1

1 1 0 1 1 1 1

1 1 1 1 0 1 0

Jak snadno prověř́ıme, nezávislé množiny velikosti 3 v G odpov́ıdaj́ı vektor̊um booleovských proměnných,

pro něž je f splněna (jedna z nezávislých množin v G je v obrázku tvořena zakroužkovanými uzly).

Z nalezené polynomiálńı redukce SAT na IND ihned vyplývaj́ı následuj́ıćı dvě skutečnosti.

Důsledek 9.3. Úloha IND je alespoň tak těžká jako úloha SAT.

Důsledek 9.4. Kdybychom měli polynomiálńı algoritmus na IND, bylo by možné vytvořit polynomiálńı

algoritmus i na SAT.

Porovnáńım d̊usledk̊u 9.2 a 9.4 pak dostáváme následuj́ıćı překvapivé zjǐstěńı.

Důsledek 9.5. SAT ∈ P právě když IND ∈ P .

Nyńı již asi tuš́ıme některé hlubš́ı souvislosti, ale k jejich formulaci potřebujeme precizovat základńı

pojmy:

- co to je polynomiálńı redukce dvou problémů,

- jak to je s t́ım “lehkým uhádnut́ım” či “těžkým zamı́tnut́ım”.
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9.5 Tř́ıda NP

Začněme nejprve tou druhou otázkou.

Definice 9.4. Nedeterministický algoritmus se v některých kroćıch m̊uže libovolně rozhodnout pro

některé z několika možných r̊uzných pokračováńı.

Př́ıklad. Uvažujme problém IND a následuj́ıćı algoritmus.

Vstup: graf G s uzly u1, . . . , un a přirozené č́ıslo k ≤ n.

1) X := 0 (inicializace)

2) pro i = 1, 2, . . . , n proved’:

a) bud’to X := X ∪ {ui},
b) nebo X := X

(nedeterministický krok)

3) Jestliže {ui, uj} ∈ H(G) pro některé ui, uj ∈ X, pak REJECT (test nezávislosti)

4) Je-li |X| ≥ k pak ACCEPT, jinak REJECT (test |X| ≥ k)

V d̊usledku nedeterminističnosti 2. kroku je 2n možných r̊uzných výpočt̊u. Podstatné ale je to, že v G

existuje nezávislá množina o alespoň k uzlech právě když existuje výpočet, konč́ıćı ACCEPT. Proto

definujeme:

Definice 9.5. Nedeterministický přij́ımaćı poč́ıtač má (nav́ıc oproti dř́ıve definovanému přij́ımaćımu

poč́ıtači) př́ıkaz CHOOSE L1, L2, kde L1, L2 jsou návěšt́ı.

Smysl př́ıkazu CHOOSE L1, L2 lze ekvivalentně zapsat takto:

vyber si JUMP L1 nebo JUMP L2.

Definice 9.6. Řekneme, že slovo w je přij́ımáno nedeterministickým přij́ımaćım poč́ıtačem M , jestliže

existuje př́ıpustný výpočet poč́ıtače M s počátečńı konfiguraćı danou slovem w a konč́ıćı ACCEPT.

V opačném př́ıpadě řekneme, že nedeterministický přij́ımaćı poč́ıtač odmı́tá slovo w.

Řekneme, že M přij́ımá jazyk J , jestliže pro každé slovo w je w ∈ J ⇔ M přij́ımá w.

Jak je to s délkou výpočtu?

- když M přij́ımá w: při prvńım ACCEPT to v́ıme a nemuśıme dál poč́ıtat,

- když M odmı́tá w: muśıme pokračovat, dokud neukonč́ıme všechny př́ıpustné výpočty.

Proto definujeme:

Definice 9.7. Řekneme, že nedeterministický přij́ımaćı poč́ıtač M zpracuje slovo w v čase nejvýše t,

jestliže:

- bud’toM přij́ımá w, a existuje př́ıpustný výpočet určený slovem w a konč́ıćı ACCEPT po nejvýše t

kroćıch,

- nebo M odmı́tá w a každý př́ıpustný výpočet konč́ı po nejvýše t kroćıch.

Definice 9.8. Řekneme, že nedeterministický přij́ımaćı poč́ıtač M pracuje v polynomiálně omezeném

čase, jestliže existuje polynom p takový, že libovolné slovo délky n zpracuje v čase nejvýše p(n).

Př́ıklad. Mějme nedeterministický přij́ımaćı poč́ıtač M z př́ıkladu před definićı 9.5. Každý př́ıpustný

výpočet proběhne v polynomiálńım čase, ale možných př́ıpustných výpočt̊u je 2n.
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Př́ıklad. M definuji takto:

- vstup: graf G na n uzlech

- náhodně vygeneruj faktor grafu G

- test souvislosti: ne → REJECT

- test kružnice (pravidelný graf stupně 2):

ne → REJECT

ano → ACCEPT

Každý výpočet je polynomiálńı; přij́ımaná slova jsou hamiltonovské grafy (přij́ımaný jazyk).

Definice 9.9. Tř́ıda NP je tř́ıda všech jazyk̊u J takových, že existuje nedeterministický přij́ımaćı

poč́ıtač, který pracuje v polynomiálně omezeném čase a přij́ımá jazyk J .

Poznámka. Jak už jsme poznamenali na konci odstavce 8.3, pojem přij́ımaćıho poč́ıtače je abstraktńım

modelem algoritmu, řeš́ıćıho rozhodovaćı problém, a pojem jazyka je modelem tohoto řešeného problému.

Z definice 9.9 tedy vyplývá, že všechny problémy z tř́ıdy NP (tj. problémy, jejichž modelem je jazyk patř́ıćı

do tř́ıdy NP) muśı být problémy rozhodovaćı. V př́ıpadě optimalizačńıho problému je nutno uvažovaný

problém nejprve převést na problém rozhodovaćı (tak, jak jsme to např́ıklad učinili při definici problému

IND v odstavci 9.4).

Př́ıklad. Uvažujme následuj́ıćı úlohu.

HAM

Vstup: neorientovaný graf G na n uzlech.

Úkol: zjistit, zda v grafu G existuje hamiltonovská kružnice.

Pak algoritmus z př́ıkladu před definićı 9.9 dokazuje, že HAM ∈ NP. Poznamenejme, že podobně algorit-

mus z př́ıkladu před definićı 9.5 dokazuje že IND ∈ NP.

Věta 9.3. P ⊂ NP

Důkaz. Deterministický přij́ımaćı poč́ıtač je speciálńı př́ıpad nedeterministického. 2

Poznámka. Jak jsme již poznamenali v kapitole 1, pro problémy tř́ıdy NP je typické, že podař́ı-li

se nám náhodou
”
uhádnout“ řešeńı, pak ověřeńı jeho správnosti je možno provést v polynomiálńım

čase. Na úrovni abstraktńıho poč́ıtače jakožto modelu algoritmu je toto
”
uhádnut́ı“ modelováno pojmem

nedeterminismu.

Pro problémy (jazyky) z tř́ıdy P tedy umı́me řešeńı v polynomiálńım čase nalézt, a pokud již řešeńı

máme, umı́me též v polynomiálńım čase verifikovat jeho správnost. U problémů tř́ıdy NP již rezignu-

jeme na požadavek polynomiálńıho nalezeńı řešeńı (to je na úrovni abstraktńıho poč́ıtače modelováno

nedeterminismem jakožto modelem
”
uhádnut́ı“), stále však z̊ustává v platnosti druhý požadavek – když

už jsme řešeni
”
uhádli“ (neterministicky vygenerovali), umı́me v polynomiálńım čase ověřit (verifikovat)

jeho správnost. Proto se o problémech tř́ıdy NP také často hovoř́ı jako o polynomiálně verifikovatelných

problémech.
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Př́ıklad. Uvažujme posloupnost graf̊u {Gi}∞i=1, jej́ıž prvńı tři členy vid́ıme na následuj́ıćım obrázku.
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Tyto grafy maj́ı zaj́ımavou vlastnost: pro každý jejich uzel x plat́ı, že množina N(x) všech soused̊u uzlu

x indukuje vždy tentýž graf, izomorfńı s cestou délky 3. Nav́ıc, vid́ıme, že graf s touto vlastnost́ı může

být libovolně veliký. Pokusme se tuto otázku otočit, a uvažujme následuj́ıćı rozhodovaćı úlohu.

Vstup: neorientovaný graf H na n uzlech.

Úkol: zjistit, zda existuje graf G, v němž okoĺı každého uzlu indukuje podgraf izomorfńı s grafem H.

Tento problém, v literatuře známý jako Trachtěnbrot-Zykov̊uv problém, je př́ıkladem rozhodovaćıho

problému, který nepatř́ı do tř́ıdy NP. Pot́ıž je v tom, že i při malém grafu H (tj. při malé velikosti

vstupńıch dat) může být hledaný graf G veliký, a nemáme předem žádný odhad jeho velikosti. I kdyby

se nám tedy podařilo graf G
”
náhodně uhádnout“, nemůžeme zaručit, že ověřeńı jeho vlastnost́ı bude

proveditelné v čase, který je polynomiálńı funkćı velikosti vstupńıch dat.

Tento př́ıklad znovu ukazuje, že zjǐstěńı, že nějaký problém je ve tř́ıdě NP, je zjǐstěńı pozitivńı:

nevyplývá z něj sice ještě řešitelnost v polynomiálńım čase, ale je zde jistá šance (jen kdyby se podařilo

odstranit ten nedeterminismus ...), a jsou problémy, které jsou ještě podstatně horš́ı.

Poznámka. Máme-li za úkol
”
prakticky“ vyřešit nějaký problém, popsaný jazykem J , o němž se

domńıváme, že nejsṕı̌se nebude ve tř́ıdě P, setkáváme se s několika r̊uznými otázkami, na něž odpověd́ı

bude vhodný algoritmus:

(i) ptáme se, zda je J ∈ P,

(ii) ptáme se, zda je alespoň J ∈ NP (nebo je ještě h̊uře ...),

(iii) hledáme přesné řešeńı postupy typu
”
hrubá śıla“ (prob́ırkou všech možnost́ı),

(iv) rezignujeme na přesné řešeńı (protože postupy typu ad (iii) jsou časově př́ılǐs náročné), použijeme

heuristiku a spokoj́ıme se s přibližným řešeńım.

Pro odpověd’ na každou z těchto otázek potřebujeme jiný typ algoritmu. Základńı vlastnosti těchto

algoritmů shrnuje následuj́ıćı tabulka.

Algoritmus Deterministický Polynomiálńı Přij́ımá J

(i) Dokazuje J ∈ P ANO ANO ANO

(ii) Dokazuje J ∈ NP NE ANO ANO

(iii)
”
Hrubá śıla“ ANO NE ANO

(iv) Heuristika ANO ANO NE

Vid́ıme, že nalezeńı algoritmu, který má všechny tři
”
pěkné“ vlastnosti (deterministický, polynomiálńı,

přij́ımá J) je možné 9 pouze ve tř́ıdě P, a mimo P muśıme na jednu z těchto vlastnost́ı rezignovat.

9Samozřejmě při současné úrovni poznáńı; kdyby bylo P = NP, tak by situace vypadala jinak.
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9.6 Polynomiálńı redukce a NP-úplné problémy

Nejprve precizujeme pojem “vzájemného převodu” úloh.

Definice 9.10. Překládaćı poč́ıtač je poč́ıtač M s libovolným př́ıstupem takový, že pro každý jeho

výpočet (daný libovolnou počátečńı konfiguraćı) plat́ı:

- každé provedeńı WRITE zaṕı̌se na výstupńı pásku č́ıslo 0 nebo 1,

- po konečném počtu krok̊u se výpočet zastav́ı provedeńım STOP.

Posloupnost nul a jedniček, zapsanou na výstupńı pásce při výpočtu určeném slovem w, označ́ıme M(w).

Jinak řečeno - překládaćı poč́ıtač poskytuje funkci z množiny všech slov do sebe.

Definice 9.11. Řekneme, že jazyk J1 je redukovatelný na jazyk J2 (znač́ıme J1 ▹ J2), jestliže existuje

deterministický překládaćı poč́ıtač M pracuj́ıćı v polynomiálně omezeném čase takový, že pro každé slovo

w je w ∈ J1 ⇔ M(w) ∈ J2.

Nejprve několik snadných tvrzeńı.

Věta 9.4.

1) J1 ▹ J2, J2 ▹ J3 ⇒ J1 ▹ J3 (tranzitivita)

2) J1 ▹ J2, J2 ∈ NP ⇒ J1 ∈ NP

3) J1 ▹ J2, J2 ∈ P ⇒ J1 ∈ P

Důkaz.

1) Jestliže M1 realizuje J1 ▹ J2 a M2 realizuje J2 ▹ J3, pak M realizuj́ıćı J1 ▹ J3 źıskáme jako složeńı

M1 a M2:

- program M2 zaṕı̌seme za program M1,

- př́ıkaz STOP v programu M1 všude nahrad́ıme skokem na prvńı instrukci M2,

- uprav́ıme návěšt́ı v programuM2, vstupy a výstupy, tak aby odpov́ıdaly adresám a č́ısl̊um

př́ıkaz̊u.

2) , 3) - obdobným zp̊usobem.

2

Poznámka. J1 ▹J2 znamená, že J2 je alespoň tak těžký jako J1 (kdybychom měli polynomiálńı algorit-

mus na J2, měli bychom jej i na J1 – źıskali bychom jej složeńım s algoritmem, jenž je popsán poč́ıtačem,

realizuj́ıćım převod J1 ▹ J2).

Př́ıklady z odstavce 9.4 dávaj́ı v právě zavedené terminologii polynomiálńı redukce IND ▹ SAT a

SAT ▹ IND.

Nyńı jsme připraveni na zavedeńı pojmu NP-úplnosti, hlavńıho tématu tohoto odd́ılu.

Definice 9.12. Jazyk J se nazývá NP-úplný, jestliže plat́ı

1) J ∈ NP

2) pro každý J ′ ∈ NP je J ′ ▹ J .

Tř́ıdu NP-úplných jazyk̊u označ́ıme NPC (NP-complete).

Jinými slovy: problém je NP-úplný, jestliže nálež́ı do tř́ıdy NP a kterýkoliv jiný problém z tř́ıdy NP

lze na něj polynomiálně převést. Tedy – NP-úplné problémy jsou “nejtěžš́ı” problémy ze tř́ıdy NP.

Věta 9.5. Plat́ı: bud’ P = NP , nebo P ∩NPC = ∅.
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Důkaz. Kdyby K ∈ P ∩ NPC, tak by pro libovolný J ∈ NP bylo J ▹ K (nebot’ K ∈ NPC), a tedy

J ∈ P (nebot’ K ∈ P ). 2

Poznámka.

1. Je-li J1, J2 ∈ NPC, pak J1 ▹ J2 i J2 ▹ J1.

2. NPC je tř́ıda “nejtěžš́ıch” úloh v NP. Nyńı vid́ıme, že tyto úlohy jsou co do obt́ıžnosti ekvivalentńı.

3. Jsou tedy dvě možnosti:

(i) P ⊂ NP, NPC ⊂ NP, P ∩NPC = ∅,
(ii) P = NPC = NP .

Nev́ı se však, která z uvedených možnost́ı plat́ı.

4. Zd̊urazněme, že podle definice 9.12 každý NP-úplný problém patř́ı do tř́ıdy NP, a tedy je rozho-

dovaćım problémem. Optimalizačńı problémy (
”
určete α(G), ω(G), χ(G)“ apod.) nemohou být

NP-úplné, protože nepatř́ı do NP, a je nutno je nejprve na rozhodovaćı problémy převést.

5. O jazyćıch J , které splňuj́ı podmı́nku 2) definice 9.12 (tj. pro každý J ′ ∈ NP je J ′ ▹J), ale nejsou

nutně ze tř́ıdy NP, se někdy ř́ıká že jsou NP-těžké. Speciálně tedy jsou NP-těžkými problémy

optimalizačńı verze NP-úplných problémů které poznáme dále (určeńı α(G), ω(G), χ(G) atd.)

9.7 NP-úplnost problému SAT – Cookova věta

Až do této chv́ıle nev́ıme, zda v̊ubec nějaký NP-úplný problém existuje. Jak uvid́ıme, Cookova věta

identifikuje problém SAT jako prvńıho “obyvatele” tř́ıdy NP. Otázkou však je, jak se dá NP-úplnost

nějakého problému v̊ubec dokázat – jak dokázat, že všechny problémy z tř́ıdy NP se daj́ı na daný problém

převést? Zde se ukáže śıla aparátu abstraktńıho poč́ıtače, který jsme zavedli: protože každý problém ze

tř́ıdy NP je popsatelný abstraktńım poč́ıtačem (nedeterministickým polynomiálńım přij́ımaćım), stač́ı

ukázat, že se na SAT dá převést obecný popis každého takového poč́ıtače. Tato idea je zároveň myšlenkou

d̊ukazu Cookovy věty.

Věta 9.6. (Cook) SAT ∈ NPC.

Poznámka. Uváž́ıme-li definici NP-úplnosti, pak – v řeči poznámky na str. 63 – Cookova věta ř́ıká,

že každý polynomiálně verifikovatelný problém lze redukovat na problém splnitelnosti logických formuĺı.

V této formulaci lépe vynikne śıla Cookovy věty: ověřit, že daný problém je polynomiálně verifikovatelný

(tj. patř́ı do tř́ıdy NP) je často velmi snadné, a tento často téměř zřejmý fakt má hluboce netriviálńı

d̊usledek – redukovatelnost na SAT.

Důkaz. 1. SAT ∈ NP. To je celkem zřejmé. Nedeterministicky přǐrad́ıme proměnným hodnoty 0, 1 a

urč́ıme hodnotu formule f pro tyto hodnoty proměnných (což lze provést v čase úměrném délce formule).

Tedy SAT ∈ NP.

2. “Zbývá” dokázat, že pro každý J ∈ NP je J▹ SAT. Necht’ tedy:

- J ∈ NP,

- M je nedeterministický přij́ımaćı poč́ıtač, přij́ımaj́ıćı J v čase omezeném polynomem p.

Úkol: pro každé slovo w ∈ J nalézt formuli fw v KNF tak, že fw je splnitelná, právě když M přij́ımá w.

Označ́ıme:

- n - délka slova w,

- m = p(n),

- q - počet př́ıkaz̊u programu poč́ıtače M .
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Lze předpokládat, že

- p je současně polynom z Omezeńı 1 z odst. 8.2 (jinak vezmeme maximum),

- výpočet pracuje v paměti nejvýše m (což podle věty 8.1 lze).

To znamená, že

- pouze prvńıch n poĺı vstupńı pásky obsahuje č́ısla ̸= 0,

- pouze prvńıch m pamět’ových buněk obsahje č́ıslo ̸= 0,

- v žádné pamět’ové buňce neńı č́ıslo větš́ı než m,

- počet krok̊u poč́ıtače je nejvýše m.

K popisu všech konfiguraćı stač́ı znát hodnoty logických proměnných:

ai, i = 1, . . . , n : ai = 1 ⇔ v i-tém poli vstupńı pásky je č́ıslo 1,

bit, i = 1, . . . , n : bit = 1 ⇔ po t-tém kroku je vstupńı hlava na

t = 0 . . . ,m i-tém poli pásky,

cijt, i = 0 . . . m : cijt = 1 ⇔ v t-té konfiguraci je v i-té pamět’ové

j = 0,±1, . . . ,±m buňce č́ıslo j,

t = 0, . . . m

djt, j = 1, . . . , q : djt = 1 ⇔ v t-té konfiguraci je v programovém

t = 0, . . . ,m registru č́ıslo j.

Počet proměnných je

n+ n(m+ 1) + (m+ 1)2(2m+ 1) + (m+ 1)q = O(m3) = O
(
p3(n)

)
,

tj. je polynomiálně omezen.

Maj́ı-li proměnné popisovat kroky poč́ıtačeM , který vm kroćıch přijme slovo w, muśı splňovat následuj́ıćı

podmı́nky:

1) hodnoty ai se shoduj́ı s 0 a 1 ve slově w,

2) pro každé t existuje nejvýše jedno i tak, že bit = 1 (mělo by vlastně být “právě jedno i”, ale to,

že hlava muśı někde být, vyplyne z popisu př́ıkaz̊u a počátečńı konfigurace),

3) pro každé i, t existuje právě jedno j tak, že cijt = 1 (tj. v každé buňce je právě jedno č́ıslo),

4) pro každé t existuje právě jedno j tak, že djt = 1 (stejný d̊uvod pro programový registr),

5) jestliže djm = 1, pak j je návěšt́ı některého př́ıkazu ACCEPT,

6) vztah hodnot proměnných mezi t− 1 a t muśı odpov́ıdat prováděnému př́ıkazu poč́ıtače.

Polož́ıme fw = fw1 ∧ fw2 ∧ fw3 ∧ fw4 ∧ fw5 ∧ fw6, kde fwi je formule daná podmı́nkou i, i = 1, . . . , 6.

Ukážeme, jak formule fwi sestrojit.

1) Polož Ai = { ai
āi

, je-li i-tý prvek w roven { 1

0
, a fw1 = A1 ∧A2 ∧ . . . ∧An.

2) Nejprve definujeme pomocnou formuli g(x1, . . . , xr) vztahem g(x1, x2, . . . , xr) =
∧

1≤i<j≤r

(x̄i∨ x̄j).

Zřejmě g(x1, x2, . . . , xr) je splněna právě když nejvýše jedno xi = 1. Pomoćı této formule nyńı

sestav́ıme formuli fw2:

fw2 =
m∧
t=0

g(b1t, . . . bnt).

3) Polož h(x1, . . . xr) = g(x1, . . . xr) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ . . . ∨ xr). Protože x1 ∨ x2 ∨ . . . ∨ xr = 1 právě

když alespoň jedno xi = 1, je h(x1, . . . xr) = 1 ⇔ právě jedno xi = 1. Pomoćı těchto formuĺı lze

napsat:

fw3 =

m∧
i=0

m∧
t=0

h(ci,−m,t, . . . , ci,0,t, . . . , ci,m,t).
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4) Obdobně źıskáme formuli pro fw4:

fw4 =
m∧
t=0

h(d1,t, . . . dq,t).

5) fw5 =
∨
j∈A

djm, kde A je množina návěšt́ı všech výskyt̊u př́ıkazu ACCEPT.

6) Toto je nejsložitěǰśı. Formálně položme fw6 =
q∧

r=1
fw6r, kde formule fw6r popisuje p̊usobeńı r-tého

př́ıkazu programu. Ukážeme si tuto část d̊ukazu pouze na př́ıkladu jednoho konkrétńıho př́ıkazu.

Necht’ r-tý př́ıkaz programu je ADD 8, což znamená, že do pracovńıho registru přičteme obsah

buňky s adresou 8. Pro všechna t = 1, . . . ,m tedy muśı platit:

je-li dr,t−1 = 1 (v konfiguraci t− 1 je v programovém registru návěšt́ı r př́ıkazu ADD 8),

pak z c0,x,t−1 ∧ c8,z,t−1 = 1 (v pracovńım registru je x, na adrese 8 je z)

plyne c0,x+z,t = 1 (po t-tém kroku je v pracovńım registru č́ıslo x+ z).

Dostaneme tak formuli:

m∧
t=1

m∧
x=−m

m∧
z=−m

(dr,t−1 ⇒ ((c0,x,t−1 ∧ c8,z,t−1) ⇒ c0,x+z,t))

a po úpravě s užit́ım vztahu (A ⇒ B) ⇔ (Ā ∨B) a de Morganova zákona:

f1 =

m∧
t=1

m∧
x=−m

m∧
z=−m

(
d̄r,t−1 ∨ c̄0,x,t−1 ∨ c̄8,z,t−1 ∨ c0,x+z,t

)
.

T́ım je popsán účinek př́ıkazu ADD 8; ještě je třeba popsat, že jestliže je dr,t−1 = 1, pak se kromě

obsahu pracovńıho a programového registru nic jiného nezměńı. K tomu použijeme pomocnou

formuli:

k(x, y) = (x ∨ ȳ) ∧ (x̄ ∨ y).

Je zřejmé, že k(x, y) = 1 ⇔ x = y. Pomoćı této formule zaṕı̌seme požadavky splněńı následuj́ıćıch

formuĺı:

f2 =

m∧
i=1

m∧
j=−m

m∧
t=1

(dr,t−1 ⇒ k(ci,j,t−1, ci,j,t)) (kromě pracovńıho registru se obsah paměti neměńı),

f3 =
n∧

i=1

m∧
t=1

(dr,t−1 ⇒ k(bi,t−1, bi,t)) (se vstupńı hlavou se nic nestalo),

f4 =

q−1∧
j=1

m∧
t=1

(dr,t−1 ⇒ k(dj,t−1, dj+1,t)) (v programovém registru se č́ıslo zvětš́ı o 1).

Formule f2, f3 a f4 zřejmým zp̊usobem uprav́ıme do KNF (obdobně jako jsme upravili formuli

f1), a formuli fw6r pak zaṕı̌seme jako konjunkci f1 ∧ f2 ∧ f3 ∧ f4.

Pro dokončeńı d̊ukazu bychom museli podobně popsat všechny daľśı př́ıkazy.

Dále je třeba prověřit polynomialitu našeho převodu. Jak jsme již uvedli, formule fw má O(p3(n))

proměnných, a z konstrukce vid́ıme, že každá z námi sestrojených formuĺı fw1, . . . , fw5 má nejvýše

O(m2) = O(p2(n)) klauzuĺı, a formule fw6r má O(m3) = O(p3(n)) klauzuĺı. Po dokončeńı popisu

zbývaj́ıćıch př́ıkaz̊u programu bychom se přesvědčili, že i počet klauzuĺı všech ostatńıch formuĺı fw6j ,

j = 1, . . . , q, a tedy i formule fw6, je omezen polynomem v proměnné n. 2

Poznámka. Např́ıklad, nedeterministický krok (př́ıkaz CHOOSE L1, L2) se poṕı̌se požadavkem splněńı

formule dr,t−1 ⇒ (dL1,t ∨ dL2,t), neboli ekvivalentně v KNF d̄r,t−1 ∨ dL1,t ∨ dL2,t .
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Poznámka.

1. Nyńı již v́ıme, že tř́ıda NPC je neprázdná, nebot’ podle Cookovy věty je SAT ∈ NPC.

2. Jakmile v́ıme, že NPC̸= ∅, je dokazováńı NP-úplnosti daľśıch problémů zpravidla snazš́ı. Je-li J ∈
NP, což bývá zřejmé, pak k d̊ukazu, že J ∈ NPC, stač́ı ukázat, že K▹J pro některý vhodný jazyk

K ∈ NPC: z NP-úplnosti K plyne, že všechny jazyky z NP lze redukovat na K, a z tranzitivity

(tvrzeńı 1 věty 9.4) plyne redukovatelnost na J .

9.8 Některé daľśı NP-úplné problémy

Problém 3-splnitelnosti logických formuĺı – 3-SAT.

3-SAT

Vstup: logická formule f(x1, . . . , xn) = (a1 ∨ b1 ∨ c1) ∧ (a2 ∨ b2 ∨ c2) ∧ . . . ∧ (ak ∨ bk ∨ ck), kde každé

ai, bi, ci (i = 1, . . . k) je rovno xℓ nebo x̄ℓ pro vhodné ℓ = 1, . . . , n (tj. f je formule v KNF s klauzulemi

délky 3).

Úkol: zjistit, zda je formule f splnitelná.

Věta 9.7. 3-SAT ∈ NPC.

Důkaz. 1. 3-SAT ∈ NP - to je zřejmé, nebot’ 3-SAT je speciálńı př́ıpad SAT.

2. K d̊ukazu 3-SAT ∈ NPC stač́ı redukovat SAT ▹ 3-SAT (tvrzeńı 1 věty 9.4). K tomu nám poslouž́ı

malý trik. Všimněme si nejprve tohoto:

u1 ∨ u2 ∨ . . . ∨ um = 1 ⇔ existuje v takové, že plat́ı (u1 ∨ . . . ∨ um−2 ∨ v) ∧ (um−1 ∨ um ∨ v̄) = 1

(d̊ukaz je celkem zbytečný, rovnost je patrná na prvńı pohled). Ve formuli na pravé straně ekvivalence

je prvńı klauzule o jeden literál kratš́ı a druhá má délku 3. Postupným prováděńım můžeme upravit

libovolnou formuli v KNF tak, aby všechny klauzule měly nejvýše tři literály. Toho, aby všechny klauzule

měly délku právě 3, dosáhneme zřejmým zp̊usobem - opakováńım literálu. 2

Nezávislá množina – IND

Věta 9.8. IND ∈ NPC.

Důkaz. Redukce SAT ▹ IND byla uvedena v odstavci 9.4. 2

Poznámka. Uvažujme následuj́ıćı dvě varianty problému IND, definovaného v odstavci 9.4.

IND=

Vstup: neorientovaný graf G na n uzlech a přirozené č́ıslo k ≤ n.

Úkol: zjistit, zda v grafu G existuje nezávislá množina uzl̊u velikosti k.

INDk

Vstup: neorientovaný graf G na n uzlech.

Úkol: zjistit, zda v grafu G existuje nezávislá množina uzl̊u velikosti k.

Problém IND= se od problému IND lǐśı pouze t́ım, že se ptáme na existenci nezávislé množiny velikosti

právě k (mı́sto alespoň k jako u IND). Snadno je vidět, že problémy IND a IND= jsou ekvivalentńı: každá
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množina velikosti k je zároveň množinou velikosti alespoň k, a naopak, existuje-li v G nějaká nezávislá

množina velikosti k′ > k, pak každá jej́ı podmnožina velikosti k je také nezávislá. To znamená, že plat́ı

následuj́ıćı fakt.

Tvrzeńı 9.1. IND= ∈ NPC.

Problém INDk se od problému IND= lǐśı
”
pouze“ t́ım, že č́ıslo k neńı součást́ı vstupńıch dat, ale je

pevně dané (tedy - hodnotu k nám nezadává
”
nepř́ıtel“, ale známe ji předem). Protože n-prvková množina

má
(
n
k

)
k-prvkových podmnožin a

(
n
k

)
= O(nk), řešeńı problému INDk ”

hrubou silou“ (prob́ırkou všech

možnost́ı) má složitost O(nk), a k je konstanta. Dokázali jsme tak následuj́ıćı fakt:

Tvrzeńı 9.2. INDk ∈ P.

Vid́ıme překvapivou skutečnost: zdánlivě
”
nepatrný“ rozd́ıl – zda je č́ıslo k pevně dané nebo zda je

součást́ı vstupńıch dat – může rozhodnout o tom, jestli je problém polynomiálńı nebo NP-úplný. Je možno

namı́tnout, že
”
nepř́ıtel“ nám u problému IND= také přece vždy zadá konstantńı k. Kde je tedy rozd́ıl?

Tento rozd́ıl vynikne tehdy, uvědomı́me-li si, že je-li k součást́ı vstupńıch dat, pak nemuśı být konstantńı,

ale může záviset na konkrétńı hodnotě n. Představme si, že nám
”
nepř́ıtel“ bude zadávat posloupnost

graf̊u G1, G2, . . . takovou, že |V (Gi)| = n = 2i, a ke každému grafu Gi (na 2i uzlech) nám zadá hodnotu

k = i = n
2 , i = 1, 2, . . .. Pak počet všech k-prvkových podmnožin n-prvkové množiny V (Gi) bude roven(

n

k

)
=

(
2i

i

)
=

2i(2i− 1) . . . (i+ 1)

i(i− 1) . . . 1
=

2i

i

2i− 1

i− 1
. . .

i+ 1

1
> 2i = 2

n
2 = (

√
2)n,

což znamená, že složitost algoritmu
”
hrubá śıla“ je na těchto vstupńıch datech alespoň exponenciálńı.

Hranice mezi oběma světy (polynomiálńım a NP-úplným) je velmi ostrá, a často velmi zálež́ı i na

přesné formulaci problému. Totéž plat́ı i pro následuj́ıćı problémy COV a CLIQUE.

Uzlové pokryt́ı – COV

COV

Vstup: neorientovaný graf G na n uzlech a přirozené č́ıslo k ≤ n.

Úkol: zjistit, zda v grafu G existuje pokryt́ı velikosti nejvýše k.

Poznámka. Zd̊urazněme opět, že úloha je formulována jako rozhodovaćı problém. O převodu optima-

lizačńıch úloh na rozhodovaćı jsme se již zmı́nili u úlohy IND, zde (a u daľśıch úloh) plat́ı totéž.

Věta 9.9. COV ∈ NPC.

Důkaz. 1. Př́ıslušnost do tř́ıdy NP je zřejmá (zformulujte si př́ıslušný algoritmus!). Je tedy třeba

dokázat existenci redukce.

2. IND ▹ COV, nebot’ M ⊂ U(G) je k-prvková nezávislá množina právě tehdy, když U(G) \ M je

n− k prvkové pokryt́ı. 2

Existence kliky předepsané velikosti – CLIQUE

CLIQUE

Vstup: neorientovaný graf G na n uzlech a přirozené č́ıslo k ≤ n.

Úkol: zjistit, zda v grafu G existuje klika velikosti alespoň k.
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Věta 9.10. CLIQUE ∈ NPC.

Důkaz. Př́ıslušnost do tř́ıdy NP je opět zřejmá, a IND ▹ CLIQUE, nebot’ M ⊂ U(G) je k-prvková

nezávislá množina v G právě tehdy, když M je k-prvková klika v Ḡ. 2

3-obarvitelnost grafu – 3-COL

k-COL

Vstup: neorientovaný graf G na n uzlech a přirozené č́ıslo k ≤ n.

Úkol: zjistit, zda je graf G k-obarvitelný.

Pro k = 1 a k = 2, tj. pro př́ıpad 1- a 2-obarvitelnosti, již v́ıme z kapitoly 7, že 1-COL∈ P a 2-COL∈ P .

Pro k = 3 je už ale vše jinak.

Věta 9.11. 3-COL ∈ NPC.

Důkaz. 1. Zřejmě 3-COL ∈ NP (zformulujte si opět př́ıslušný algoritmus).

2. Ukážeme, že 3-SAT ▹ 3-COL. Necht’ tedy f(x1, . . . , xn) = (a1∨b1∨c1)∧. . .∧(ak∨bk∨ck); sestroj́ıme

graf G, který je 3-obarvitelný právě tehdy, je-li formule f 3-splnitelná. Barvy budeme označovat č́ısly 0,

1, 2.

Provedeme nejprve dvě pozorováńı na malých grafech (viz obrázek), které nám poslouž́ı jako “stavebńı

kameny” při konstrukci hledaného grafu.
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V G1 je zřejmé, že:

– jsou-li a, b obarveny stejnou barvou, pak d má tutéž barvu,

– jsou-li a, b obarveny r̊uznými barvami, pak d má libovolnou barvu.

Obdobně, v G2 je zřejmé, že:

– jsou-li a, b, c obarveny stejnou barvou, pak d má tutéž barvu,

– má-li alespoň jeden z uzl̊u a, b, c jinou barvu než ostatńı, pak d může být obarven barvou 1.

Graf G nyńı sestroj́ıme touto konstrukćı:

- pro každou proměnnou xi sestroj́ıme dvojici uzl̊u xi, x̄i a spoj́ıme ji hranou,

- přidáme tři uzly u, v, w tvoř́ıćı trojúhelńık,

- uzel w spoj́ıme se všemi uzly xi, x̄i,

- pro každou klauzuli formule f vytvoř́ıme jednu kopii grafu G2, přičemž uzly a, b, c budou totožné

s uzly literál̊u klauzule, a uzel d bude sousedńı s uzlem u.

Je třeba ještě dokázat, že G je 3-obarvitelný právě když f je splnitelná. Myšlenku této části d̊ukazu

ilustrujeme na př́ıkladu. Mějme dánu logickou formuli:

f(x1, . . . , x4) = (x1 ∨ x̄2 ∨ x̄3) ∧ (x̄1 ∨ x3 ∨ x̄4) ∧ (x̄2 ∨ x3 ∨ x4)
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Sestroj́ıme graf G:
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u

v

w

x1

x̄1

x2

x̄2

x3

x̄3

x4

x̄4

d1 d2 d3

Ukážeme, že G je 3-obarvitelný, právě když f je splnitelná.

1. Předevš́ım: G je 3-obarvitelný ⇔ G je 3-obarvitelný tak, že uzel u má barvu 0, uzel v barvu 1 a

uzel w barvu 2 (pokud tomu tak neńı, vhodně přeč́ıslujeme barvy, abychom dostali tento výsledek).

2. Uzel w má nyńı barvu 2. Potom uzly xi, x̄i maj́ı barvy z množiny {0, 1} a lze je interpretovat jako

hodnoty logických proměnných.

3. A nyńı již lze psát: Formule f je 3-splnitelná ⇔ existuje přǐrazeńı hodnot 0, 1 proměnným xi tak,

že v každé klauzuli je alespoň jednou jednička ⇔ všechny uzly di mohou mı́t barvu r̊uznou od 0 ⇔ graf

G je 3-obarvitelný. 2

Poznámka.

1. NP-úplnost problému k-obarvitelnosti pro k > 3 se dokáže analogicky, ale d̊ukaz je složitěǰśı

(základńı konstrukce je obdobná, ale grafy, použ́ıvané jako
”
stavebńı kameny“, jsou kompliko-

vaněǰśı).

2. Mezi základńı NP-úplné problémy patř́ı také problém HAM (existence hamiltonovské kružnice).

Př́ıslušnost do tř́ıdy NP jsme dokázali v př́ıkladu před definićı 9.9; NP-úplnost dokazovat nebu-

deme.

3. Poznamenejme ještě, že rozhodnut́ı, zda pro daný neorientovaný graf G plat́ı χ′(G) = ∆(G) nebo

χ′(G) = ∆(G) + 1 (viz Vizingova věta - Věta 7.8), je také NP-úplný problém.
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