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1 Optimalni tok

1.1 Formulace tlohy

V této kapitole budeme uvazovat sit s vice zdroji a vice stoky s pevné danymi intenzitami a budeme
predpokladat, ze v siti existuje tok. Obecné takovych toku existuje vice a je mozno hledat tok z nékterého
hlediska optimalni. Pfifadime proto kazdé hrané grafu G dalii éfslo cij, které budeme podle jednoho
zpusobu jeho interpretace nazyvat cenou.

Definice 1.1. Bud G sit s propustnosti hran r;; a s intenzitami uzla a;. Necht pro kazdou hranu
(i,j) € H(G) je déno ¢islo ¢;; € R, nazyvané cena. Je-li x tok v G, pak se cislo

C(l‘) = Z CijTij

(i.j)€H(G)
nazyva cena toku z. Tok v G, ktery ma minim&lni cenu, se nazyva optimélni tok v siti G.

Piiklad. Planovéani prepravy nakladu.

Mé-li sit G vyznam transportni sité a ¢isla ¢;; znamenaji cenu za piepravu jednotky produktu po
hrané (4, j), pak mé cena toku c(z) vyznam celkovych pfepravnich ndkladu a optiméln{ tok predstavuje
rozvozni plan, ktery uspokoji dané prepravni naroky s miniméalnimi celkovymi naklady.

Priklad. Planovani vyroby a skladovéani.

Uvazujme podnik, ktery musi kazdy meésic planovat svoji vyrobu tak, aby byl schopen zabezpecit
vyrobu podle zadaného grafikonu, jehoz hodnoty jsou kolisavé. V této situaci jsou ruzné zpusoby feSent:
je napiiklad mozno kazdy mésic vyrobit presné tolik, kolik zadda grafikon - v tom pfipadé v8ak narustaji
ztraty, zpusobené kolisdnim vyroby. Je téZ mozno udrzovat konstantni vyrobu a kolisani poptavky za-
bezpecovat pomoci skladu - pfi malé poptavce vyrdabét pro sklad, pti velké sklad vyprazdnit. V tomto
pripadé narustaji skladovaci naklady. Ukolem je nalézt takovy plan vyroby, aby celkové ztraty byly mi-
nimalni.

Predpokladejme, ze se na zacatku ve skladu nachazi dy jednotek produktu a oznacéme:

- &, produkci zdvodu v m-tém meésici,

- b, mnozstvi produktu potfebné v m-tém mésici,

- dy, mnozstvi produktu nepouzitého na konci m-tého mésice (tj. zdsobu),

- ¢y, naklady na rozsiteni vyroby mezi m-tym a m + 1-tym mésicem,

- pm naklady na skladovani jednotky produktu mezi m-tym a m + 1-tym mésicem.

Pak se snadno presvédcime, ze feSeni nasi tlohy se prevede na tlohu o optiméalnim toku v siti na
nasledujicim obrazku:

—b1 —bz —b3 —b4 —b5 —bs —b7 —bs —b9 —blo —bll _b12




Cisla x,, a d,, interpretujeme jako hodnoty toku a &isla ¢, a p,, jako ceny; cena toku (kterou
minimalizujeme) je ddna vyrazem

11 11
Z cm(xm+1 - xm) + Z pmdm7
m=1 m=1

propustnosti vSech hran uvazujeme nekonecné.

12

Intenzita a uzlu, z néhoz vychazeji toky x1, ... , x12, je ddna vyrazem a = »_ b;—dp; v i-tém neutralnim
i=1

uzlu je z;+di—1 —d; = b;,i=1,...,11 (pro i = 12 je x; + d;—1 = b;), coz je v souladu s formulaci tlohy.

V piedchozich dvou piikladech z podstaty ulohy vyplyvalo, Ze ceny c;; musi byt nezdporna &isla.
V nésledujicim ptikladu uvidime, ze v praktickych situacich se mohou vyskytnout i zdporné ceny a tedy
nas predpoklad c;; € R z definice optimdlniho toku ma opodstatnéni.

Piiklad. Uloha o skladu.
Ve skladu, do néhoz se vejde nejvyse k vyrobku, je k dispozici kg vyrobku. V prabéhu n dni se
realizuje prodej a nakup téchto vyrobku. Predpokladejme, Ze jsou znamy:
p; - cena pii prodeji jednoho vyrobku v i-ty den,
¢; - kupni cena (od dodavatele) jednoho vyrobku v i-ty den pro doplnén{ skladu,
s; - naklady na skladovéani jednoho vyrobku v i-ty den,
Q - celkovy pocet vyrobku, které je mozno od dodavatele obdrzet za uvazovanych n dni.
Nasim tikolem je uréit:
«; - poctet vyrobku, prodanych v i-ty den,
Bi - pocet vyrobku, koupenych od dodavatele v i-ty den,
~; - pocet skladovanych vyrobku po prodeji skladovanych,
0; - pocet skladovanych vyrobka po koupi novych od dodavatele;
pricemz ma byt maximalizovan celkovy zisk
n
> (i — i — si6),
i=1
coz je ziejmé ekvivalentni s minimalizaci vyrazu
n
Z(_piai + qif3i + 5i0;).

=1

Pro zjednoduseni predpoklddejme, ze se pozaduje, aby v n-ty den bylo ve skladu opét kg vyrobku. Uloha
se prevede na ulohu o optimalnim toku v siti, jez je pro n = 4 na nasledujicim obrazku.




Uzly 1,...,8 odpovidaji stavim, v nichz se sklad nachazi v jednotlivé dny: uzel 1 popisuje vychozi stav
a ma proto intenzitu a; = kg, uzel 2 popisuje stav po prodeji ¢asti vyrobku v prvni den atd., az uzel
8 popisuje koneény stav skladu a ma proto intenzitu ag = —ko; intenzity uzlu 2 az 7 jsou rovny nule.
Uzel 9 odpovidd dodavateli, uzel 10 zdkazniku. Protoze a1 = —ag, musi také byt ag = —a1g = Q.
Vzhledem k tomu, Ze je mozné, aby se koupilo a prodalo i méné nez () vyrobku, je v siti fiktivni hrana
(9,10) s nulovou cenou a nekoneénou propustnosti. Propustnosti hran (i, + 1) pro ¢ = 1,...,7 jsou k,
ostatni hrany maji nekone¢nou propustnost. Hledand ¢isla «;, 5;,d; interpretujeme jako hodnoty toku,
¢isla —p;, qi, s; jako ceny a hledame tok, ktery minimalizuje cenovou funkci
n
Z(_piai + qif3i + 5i0;).

i=1
Je v8ak otazkou, jak pozndme, ze dany tok je optimalni, chybi ndam tedy charakteriza¢ni véta. K jeji
formulaci potfebujeme nejprve zavést nékteré pojmy.

1.2 Zaporné rezervni polocykly

Definice 1.2. Bud G orientovany graf. Potom polocestou v grafu G' z uzlu a do b nazveme cestu z a do
b v symetrizaci grafu G. Hrany orientované ve sméru z a do b nazveme souhlasné, ostatni hrany polocesty,
které maji opacnou orientaci, nazveme nesouhlasnymi.

Definice 1.3. Analogicky jako polocestu miizeme definovat i polocyklus v grafu G.

Definice 1.4. Cena polocesty (polocyklu) je ¢islo

souhl. nesouhl.
c(P)= Y ch)= > ch).
heH(P) heH(P)
Priklad.
1 3 9 4 3 Cena polocesty: 1 —3 —-2+443 =3.
a b
Priklad.

Cena polocyklu:
5-2—-1-3+4+2=5.




Nésledujici (téméf samoziejmé) tvrzeni ukazuje vyznam ceny polocesty, resp. polocyklu.
Tvrzeni 1.1. Cena ¢(P) (resp. ¢(C)) predstavuje zménu ceny toku, zménime-Ii na polocesté P (resp.

na polocyklu C) tok o 1.

Definice 1.5. Rekneme, Ze tok x lze zvétsit na polocyklu C' (na polocesté P) o 8, jestlize
x;; + 6 < r;j pro kazdou hranu (4, j) souhlasnou,
x;5 — 6 > 0 pro kazdou hranu (i, j) nesouhlasnou.

Oznacéeni. V dalsich pfikladech vyznam ¢isel u hran bude vzdy x;;(cij, 7i5)-

Priklad.

2(1,2) 1(5,3)
x lze zvétsit na C o 2.

4(2,7) 4(3,5)
2(1,6)

Piiklad. Mé&jme danu nasledujici sit.

0

0

Je ziejmé, ze ohodnoceni x;; je tok (ovéfime podminky z definice toku). Cena tohoto toku je c(x) = 27.
Podivejme se nyni na néasledujici polocyklus C'.

Cena polocyklu je zdporna a lze na ném zvétsit tok o 1. Po této tipravé bude nase sit vypadat nasledovné:



0

Je evidentni, ze nové hranové ohodnoceni z;; je opét tokem (pro¢?). Jeho cena je skutetné nizsi, plati
c(x) = 24. Podivejme se ted na polocyklus:

Cena tohoto polocyklu je opét zapornd, a i na tomto polocyklu lze pfidat 1. Po tupravé toku dostaneme:

0

Nové ohodnoceni je opét tokem, jeho cena je c(x) = 22. Tento tok je jiz optimdlni, ale je otdzkou, jak
optimalitu toku obecné poznat.

Z tohoto ptikladu lze vyvodit nékteré zaveéry a otézky.
- Cenu toku lze pravdépodobné snizovat zvysenim toku podél polocyklu zaporné ceny.
- Jak lze takovy polocyklus nalézt 7
- Jak pozndme, ze proces konéi, tj. ze tok je jiz optimdlni?

Na nékteré z téchto otdzek ndm dd odpovéd nésledujici véta.

Véta 1.1. Tok x je optimalni, pravé kdyz x nelze zvétsit na polocyklu zaporné ceny.



Poznamka. Necht z;; je tok. Polocyklus zdporné ceny C, na némz lze z;; zvétsit, se nazyva zdporny
rezervnd polocyklus (ZRP). Véta 1.1 tedy iikd, Ze tok je optimdln{, pravé kdyz pro néj neexistuje ZRP.

Dukaz.
a)

b)

Vrat

x je optiméln{ = x nelze zvétsit na zdporném polocyklu. To je ziejmé, nebot kdyby jej Slo zveétsit
na néjakém takovém polocyklu C' s ¢(C) < 0, tak snizime c¢(x) a = by nebyl optimélni.
Dokézeme, zZe jestlize x neni optimalni, pak x lze zvétsit na polocyklu zaporné ceny.
Necht tedy z neni optimalni. Potom existuje tok y takovy, Ze c(x) > c(y). Polozme z = y — z.
Jaké mé z vlastnosti?
1. V kazdém uzlu j plati
Z Zji — Z Zij:(Zyji_zyij)_(zxji_zxig):aj_ajzoo
(J:)eH(G) (i.j)€H(G)
Ohodnoceni z tedy spliiuje ,,podminky kontinuity“ s nulovymi intenzitami.
2. Ale nenf zaruceno, ze na kazdé hrané e bude z(e) > 0. To znamend, Ze z obecné nemus{
byt tok. To se da spravit nasledujicim zpusobem.
Definujeme novy graf Gh:
(Z,j) € H(Gl) < zij > 0 nebo 255 < 0,
ana G, definujeme tok z! piedpisem:
zllj = z;;, pokud z;; > 0, a
oL
Nyni na Gy uz 2! je skutecné tok, a navic je to tok s nulovymi intenzitami (tzv. cirkulace). Plati:

= —Zji, pokud Zji < 0.

Tok 2! Ize rozlozit na soucet tokii v cyklech grafu Gi.

Dtikaz tohoto tvrzeni je pomérné jednoduchy a mé konstruktivni charakter. Graf G1 obsahuje
néjaky cyklus C7; polozime 6; = min{z}j, (i,7) € C1}, na Cy zmensime tok z o d1, ¢imz ziskdme
novy tok zi. K nému sestrojime graf G s hranami, na nichz z{ > 0. Tento graf Go obsahuje
né&jaky cyklus Cy, a postup opakujeme. Po konecéném poétu krokti dostaneme tok z! jako soucet

tokl na cyklech Cy, ..., Cy.

Vratme se zpét do pivodniho grafu. Kazdy cyklus C; odpovida v G néjakému polocyklu @;, na
kterém lze zvétsit x o §;. Ale y = z + z, a ¢(y) < ¢(z), a tedy néktery z polocykla @; musi byt
zaporny.

O

me se nyni k prikladu ze str. 6, resp. k jeho vysledné podobé.
0

0

Nyni jiz vime, ze tok je optimdlni, pokud pro néj neexistuje ZRP. Otéazka je, jak ale algoritmicky
poznat zaporny rezervni polocyklus.



1.3 Vyhledavani zapornych rezervnich polocykla a Floydav algoritmus

Pro sit G s tokem x;; definujeme pomocny graf G takto:
1. G je dplny orientovany graf (bez smycek) na U (é),
2. ohodnoceni hran grafu G definujeme ptredpisem:

Cij (J,‘,‘j < Tij) N (.’Eji = 0 nebo (_],’L) g H(é))
wij = —Cji (xij = Tij nebo (l,]) ¢ H(é)) A\ Zji >0

min{cl-j, —Cji} Tij < Tij A\ Tji > 0

0 jinak

Priiklad. Siti z naseho piikladu odpovida nasledujici graf G.

A je vidét, ze zdporny rezervni polocyklus v G odpovidé zapornému cyklu v G (a naopak).

Problém nalezeni ZRP jsme tedy zjednodusili na nalezeni algoritmu na vyhleddvéani zapornych cyklu.
Piipomeiime Floyduv algoritmus na nalezeni w-distanéni matice grafu, ktery zndme z predmétu TGD1
(viz [4], kap. 5.4, str. 180, nebo [11], kap. 4C, str. 122).

0 =y
@ =4 wy i#j, ()€ HG)
oo i#j, (i,7) € H(G)
df =min{d;", dii7t + i) *)
Piipomenme, ze vyznam Cisel dfj je délka minimdlni cesty mnozinou uzlu {1,..., k}.

My nyni budeme Floyduv algoritmus modifikovat pro icely nalezeni zaporného cyklu, a to ndsledujicim
zpusobem:
o= Wi je-li hrana (i,j) € H(G),
v oo jinak
(tj. na diagonale budou také nekoneéna). Budeme poéitat matice D', D?,..., D™ podle vztahu (x).
Protoze dfj jsou délky minimdlnich i, j-cest, bude pro i = j hodnota d¥. mit vyznam w-délky minimalniho
1, 1-cyklu. Dostavame tak nasledujici vétu.

Véta 1.2. Graf G obsahuje zdporny cyklus, pravé kdyz d¥. < 0 pro nékterd i,k € {1, 2, ..., n}.



Poznamka. Tento algoritmus nalezne zdporné polocykly v ¢ase O(n?).

Piiklad. Pokracovani feSeni prikladu ze str. 6.

00 2 o0 o
-2 oo 3 -2
0 _
D" = 0o -3 oo —4
-3 2 oo o
00 2 00 o0 0 2 5 0
-2 0o 3 -2 -2 0 3 -2
1 _ 2 _
D= oo -3 oo —4 D7 = -5 -3 0 =5
-3 -1 oo o -3 -1 2 -3

V siti tedy existuje zdporny rezervni polocyklus, zpétnym prohleddvanim matic D%, D' a DP lze ziskat
informaci o tom, které hrany do tohoto polocyklu patfi. V nasem piipadeé se jedné o polocyklus 1—2—4—1.

Piiklad. Ovéime, ze posledni tok v siti z naseho pirikladu je optimalni.

00 00 0 3
Do — -2 o0 oo 2
T oo =3 oo —4 0 0 X
_3 4 oo Dl — -2 o0 o0 1
oo —3 oo —4
-3 4 0
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D? =

oo oo oo 3
-2 o0 o™ 1
-5 -3 0o -— oo oo oo 3
-2 o0 o 1
-3 4 0 3 _
b -5 -3 oo —4
-3 1 4 0
o 4 7 3
_2 2 5 1 k . . s 7 . .
7 -3 0 —4 d;; > 0 Vi = je dokdzana optimalita toku.
-3 1 4 0

Tato metoda dava polynomidlni a prakticky pouzitelny algoritmus. P#i ,ruéni praci“ je vSak ponékud
zdlouhavé. Jind metoda bude zalozena na nésledujici vété.

1.4

Metoda potencialu

Véta 1.3. Tok x;; je optimalni, pravé kdyZ existuje takové ohodnoceni uzla ¢isly Vi, i = 1...n, Ze

plati
Vj — V; < Cij, jestliZe Ti5 = O,
‘/j —-V.= Cij, jest]iZe 0< Tij < Tij,
ij — V; Z Cij, jest]iée Tij = Tij-
Dukaz.
1. Ukézeme, ze jestlize existuji potencidly, pak je tok optimélni.

Kdyby tok nebyl optimalni, existoval by zaporny rezervni polocyklus C' :

Vi Ck1 \%l

C12
Va
23
Vy C34 3
souhl. nesouhl.
Tento polocyklus je zaporny, plati tedy ¢(C) = > «¢(h)— Y. ¢(h) < 0. Oznacime-li
heH(C) heH(C)

éi,i+1 = Cii+1, je-li (i,i + 1) souhlasna,
ii+1 = —Cit+1,i, je-li (4,7 + 1) nesouhlasnd,
pak platl' Clag + Cog + ...+ ¢k < 0.

Z vlastnosti potencialu vyplyva nasledujici:
- jestlize hrana (i, + 1) je souhlasnd, plat{ @; ;41 < 75,41 (nebot C' je rezervni polocyklus),
a z vlastnosti potencidli plyne, ze Viy1 — V; < ¢ 41, po Gpravé Viy; < Vi + 6 41,
- jestlize hrana (i,7 + 1) je nesouhlasnd, plati z;11,; > 0, a tedy V; — Vit1 > ¢iv1, = —&i i1,
odkud Vi1 < Vi 4 i1

11



Celkem (kolem celého cyklu) dostaneme
Vo < Vi + éia; V3 < Vo + éa3 < Vi + Cra + Cos;
atd.
Vi <Vie+C SVi+Cia+Caz+ ...+ Crae
Odtud é15 + éa3 + ... + éx1 > 0, coz je ve sporu s piredpokladem, ze cyklus C je zédporny.

. Nyni naopak predpokladejme, Ze tok z;; je optimalni, tj. neexistuje v piislusné siti zadny zdporny
rezervni polocyklus. Pokusime se nalézt potencidly uzlu V;, spliujici tvrzeni véty. Oznacme H (x)
mnozinu vsech hran (4, ), pro které plati vztah 0 < x;; < r;; (tj. protéka jimi nenulovy tok, ale

hrana nenf nasycena). Faktor Gy = (U(é), H(ac)) grafu sité G nazveme opora toku Tij.

Nejprve predpoklddejme, Ze opora je souvisly (slabé) faktor. Potencidly uzla sestrojime nyni nésle-

dujicim postupem. Zvolime jeden uzel ig € U(G) a polozime V;, = 0. Pro vSechny uzly j € U(G),
pro néz je (ig,j) € H(x), polozime

Vi = Vig + cigj
a pro viechny uzly j € U(Cj)7 pro néz je (j,i9) € H(x), polozime
Vi = Vig = Cjiig-

Timto zpusobem lze na zékladé hodnoty potencidlu kazdého uzlu uréit hodnoty potencidlu pro
v8echny uzly, které s nim jsou v opofe spojeny hranou a pro které jesté neni uréen. Protoze opora
je souvisly faktor grafu G, jsou tim urceny potencialy pro vSechny uzly sité.

Dokézeme, ze pii takto definovanych ¢islech V; plati pro kazdou hranu (4, j) podminky véty.
Necht tedy je ddna hrana (s,t). Spojme v opote (U((j), H(:c)) uzly s a t s uzlem ig polocestami

Py, P;, pomoci nichz byl potencidl definovan. Patfi-li hrana (s,t) nékteré z téchto polocest, pak na
ni podle konstrukce potencidli plati V; — V; = ¢5+ a jsme hotovi. Pfedpokladejme tedy, ze hrana

(s,t) nepati{ zddné z téchto polocest. Pak ziskdme v symetrizaci grafu G kruznici, obsahujici hrany
téchto dvou cest Ps, P, a hranu {s,t}. Tuto kruznici oznac¢ime C.

Podle konstrukce potencialu plati na hranach polo-
cest Py a P, vztah V; — V; = ¢;5. Lze tedy psat

V, = Vi, + c(P,),
Vi = Vi + c(Py).

’io (2
Oznaéme u posledni spolecny uzel polocest Ps, P;.

posledni spoleény uzel

a) Je-li hrana (s,t) € H(x), tj. takovd, Ze pro ni plati 0 < zg < rg, pak by meélo platit
Vi = Vs = cg.

7 U
Je-li V; — Vi > cqr, pak je polocyklus C) = stPuPys 0
(viz sousedni obrizek) zdporny rezervni, coz je ve

sporu s optimalitou toku.
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Je-li V; — Vi < cg, je polocyklus Co = sEuPtts (viz w &
sousedn{ obrézek) zaporny rezervni, coz je rovnéz
Spor.

b) Je-li hrana (s,t) nasycend, tj. plati x5 = rg, pak budeme chtit ukdzat, ze plat{ nerovnost
V;i - V:e 2 Cst-
Kdyby naopak platilo V; —V; < ¢st, potom by bylo V; < Vs +c,:. Pak by vSak byla polocesta
P; do uzlu ¢ levnéjsi nez polocesta Py U (s,t). Vznikl by ndm polocyklus sEuPtts, ktery by
byl zaporny rezervni. To je vSak opét spor s optimalitou toku.

c) Pripad, kdy (s,t) je hrana s nulovym tokem, tj. x5 = 0, je analogicky jako v b).

Tim jsou pozadované potencidly v pripadé souvislé opory sestrojeny. Poznamenejme, ze v tomto piipadé
jsou sestrojend ¢isla V; urcena jednoznacné az na aditivni konstantu a lze je u¢init nezdpornymi.

Zbyva ukazat konstrukci potencidli v ptipadé nesouvislé opory. Myslenku jen naznac¢ime bez po-
drobného provddéni technickych detailu dukazu.

1) Podle prvni ¢asti dukazu jsou v kazdé komponenté opory potencidly dény jednoznacné az na
aditivni konstantu.

2) Vybereme komponentu opory Hj, zvolime v ni konstantu ¢y (tfeba tak, ze v nékterém uzlu
polozime V = 0).

3) Tvrdim, Ze ve vSech komponentich opory lze zvolit aditivni konstanty tak, Ze jsou splnény
podminky véty. To ukdzeme takto.

- Oznacime G podgraf indukovany komponentou Hy opory.

- Zvolime komponentu H; opory, z niz do Hy vede alespon jedna hrana. V H; aditivni
konstanta c; existuje: nékteré hrany mezi Hy a H; implikuji horni odhad c¢;, nékteré
dolnf odhad ¢;. Vezmeme ty z nich, které uréuji nejmensi horni odhad ¢} a nejvétsi dolni
odhad ¢ (,uréujici hrany“), a komponenté H; piifadime interval {c;,c]) (tento interval
je neprazdny, nebot kdyby cf < ¢, tak by urcujici hrany spolu s nékterymi cestami v Hy
a v Hy dévaly ZRP).

- Oznacime G podgraf indukovany sjednocenim komponent Hy a H;.

- Obecné: v i-tém kroku mame G;_1 = Hop U ... U H;_1, pfipojujeme H,;, pro kazdou
hranu vedouci do H; z G;_1 vyhodnotime pfislusny horni ¢i dolni odhad na ¢;, vezmeme
minimum hornich odhadu cf a maximum dolnich odhadu ¢; . Kdyby cj' < ¢; , existuje
ZRP - tedy (c;, cj) je neprazdny interval. Polozime G; = G;_1 U H; a vSe opakujeme.

4) Po k krocich (kde k je pocet komponent opory) zvolime é&isla ¢; uvniti intervali (c; ,c), i =
...,k
O

Postup, kterym jsme v dukazu véty sestrojili potencidly V;, poskytuje metodu pro praktické sestrojeni
optimélniho toku v siti. Zndme-li v siti néjaky vychozi tok (jenz se da sestrojit napiiklad pomoci algoritmu
na sestrojen{ maximalnfho toku), pak definujeme postupné (za predpokladu souvislosti opory) potencidly
jednotlivych uzlu sité, a narazime-li pii jejich konstrukci na hranu, na niz nejsou splnény podminky
optimality, pak cenu toku podél nékterého polocyklu snizime. K takto ,vylepsenému“ toku pak opét
sestrojujeme potencialy a cely postup opakujeme tak dlouho, dokud v siti nachazime hrany, na nichz
nejsou splnény podminky optimality. Vysledkem tohoto iteracniho postupu je optimalni tok. Popsana
metoda nalezeni optiméalniho toku se nazyva metoda potencidli.

Poznamka. Charakterizacni véta 1.1 (o ZRP) je uzitecnd diky tomu, Ze o existenci ¢i neexistenci ZRP
lze (diky Floydovu algoritmu) rozhodnout v polynomidlnim case.

Poznamenejme vsak jiz nyni, ze piesto (sama o sobé) tato véta neni tzv. dobrou charakteristikou,
zatimco véta o potencidlech (Véta 1.3) dobrou charakteristikou je (o dobrych charakteristikdch podrobnéji
viz odst. 3.3).
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Piiklad. V siti na obrdzku naleznéte optimalni tok. (Cisla v krouzcich maji vyznam pofradovych cisel
uzlu, ohodnoceni hran je (¢; 5, 7i))-

(12:—3

(cijsTij)

(2,7)
a; = 10

O (1,5)

(4,15)

a4=5

az = —12

Nejprve v nasf siti nalezneme (né&jaky) vychozi tok.

ij(Cijy i)

a4:5

6(4,15)

az = —12

Pro porovndni obou metod zkusime pomoci Floydova algoritmu, zda v siti existuje zdporny rezervni
polocyklus. Pomocny graf G:

00 2 4 o 00 2 4 o0 0 2 3 0
-2 o0 1 =2 —2 01 -2 —2 0 1 -2
0 _ 1 _ 2 _
D= -4 -1 o -1 D= -4 -2 0 -1 b7 = -4 -2 -1
00 2 1 o 00 2 1

D4l nenf tieba pocitat, nebot d3; < 0. Zpétné z matic D°, D! najdeme ZRP, tvoieny hranami s ohodno-
cenimi wyp = 2, wez = 1 a wz; = —4.

A nyni totéz provedeme metodou potencidli. Opora toku je souvisly graf, a proto muzeme zvolit
Vi = 0 a déle definovat: Vi = 0 = Vo = 2 (nebot c¢1o = 2) = V3 = 3 (nebot ca3 = 1), ale to je spor,
protoze V3 — V4 = 3, ale ¢13 = 4. Tok hranou (1, 3) je tedy nutno snizit podél polocyklu s uzly 1, 2, 3, 1.
To lze provést nejvyse o 1, protoze pak se hrana (2,3) nasyt{. Vylepseny tok vypada takto:
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CL2=—3

i (Cijs Tij)

a4:5

5(4,15)

az = —12

Pro tento tok opét definujeme potencidly uzla: V4 =0 = V5 = 2 (podél hrany (1,2)),a Vi =0= V3 =4
(podél hrany (1,3)). Na hrané (2, 3) plat{ V3 — V2 = 2 a co3 = 1, coz je v souladu s podminkami optimality
(V3 — Vo > ca3, nebot hrana (2, 3) jiz je nasycena a tedy nepati{ do opory). Definujeme tedy déle podél
hrany (4,2): V4 = 0. Na hrané (4, 3) dostaneme V3 — Vy =4 a c¢y3 = 1, coz je spor. Rozdil potencidli je
veétsi nez cena, a tedy je x43 tfeba zveétsit. Podél kruznice s uzly 1, 2, 4, 3, 1 zvétsime tok o 1 (vic nelze,
protoze hrana (4,3) se nasyt{). Dostaneme tak nésledujici tok.

a2=—3

ij(Cijy rig)

a4:5

4(4,15)

az = —12

Definujeme opét potencidly: V4 = 0= V3 =4aV; =0 =V, =2 = V; = 0. Podminky optimality
(véta 1.3) jsou nyn{ splnény, takze nalezeny tok je optimdlni.

Povsimnéme si toho, ze celkova cena vychoziho toku byla 8 +24 +4 + 6 4+ 2 = 44, prvniho opraveného
toku 10 + 20 + 5+ 6 4+ 2 = 43, celkova cena vysledného optimalniho toku je 12+ 16 + 5+ 4 + 3 = 40.

Piiklad. V siti na obrazku naleznéte optimalni tok. Jedna se o mirné ¢iselné modifikovany predchozi
piiklad; sif uvddime jiz s nalezenym vychozim tokem.

a2:—3

zij(CijyTiz)

a4:5

as = —12

Vidime, Ze opora toku je nesouvisly graf, jehoz jednu komponentu tvoif{ uzly 1, 2 a hrana (1,2), druhou
uzly 3, 4 a hrana (4, 3). Zvolime-li V; = 0, dostdvdme (podél hrany (1,2)) Vo = 2, ale tim proces definovén{
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potencidlt konéi, protoze hrany (1,3), (2,3) a (4,2) jsou nasycené a mame tedy na nich k disposici pouze
nerovnosti. Pouzijeme postup, ktery jsme poznali v zavéreéné ¢dsti dukazu véty 1.3. Zvolime-li V; = ¢,
pak podél hrany (4,3) dostdvame V3 = ¢+ 5. Hrany (1,3), (2,3) a (4,2) ndm nyni ddvaji soustavu
nerovnosti:

hrana (1,3): (¢+5)—02>5, odkudc>0,

hrana (2,3): (¢+5)—22>1, odkudc> -2,

hrana (4,2): 2—c¢ >4, odkud ¢ < —2.
Prvni a tfeti nerovnost si odporuji, tedy pfislusné hrany, tj. (1, 3) a (4, 2) spolu s cestami uvniti komponent
opory urcuji ZRP suzly 1, 2, 4, 3, 1. Zvétsenim toku o 2 podél tohoto ZRP dostavame nésledujici opraveny
tok.

ag = -3
zij(cij, Tij)
8(2,8) 1(4,3)
a1 =10 as =95
© 6(1,6)
2(5,4) 4(5,4)
as = —12

Opora je opét nesouvisld, jeji komponenty nyni tvoif uzly 1,3 s hranou (1,3) a uzly 2,4 s hranou (4, 2).
Volime V; = 0 a podél hrany (1, 3) dostdvame V3 = 5; ve druhé komponenté volime V; = ¢ a podél hrany
(4,2) dostavéame V, = ¢+ 4. Hrany (1,2), (2,3) a (4,3) ndm nyni ddvaji soustavu nerovnosti:

hrana (1,2): (¢+4)—02>2, odkud ¢> -2,

hrana (2,3): 5—(c+4)>1, odkudc<0,

hrana (4,3): 5—c¢>5, odkud ¢ < 0.
Soustava nyni m4 feseni (vyhovuje ji kterdkoliv hodnota ¢ pro —2 < ¢ < 0), nalezeny tok je tedy podle
véty 1.3 optimélni.

Poznamenejme, ze cena vychoziho toku byla 1242046+ 124 10 = 60 a cena vysledného optimélniho

toku je 16 4+ 10 + 6 4 4 + 20 = 56.

1.5 Prevod nékterych grafovych iiloh na tlohu optimalniho toku

Na tlohu nalezeni optimalniho toku v siti je mozno prevést nejen tlohu maximélniho toku, ale i fadu
grafovych tloh, v nichz ,nikde nic nete¢e“. Ukazeme si nékolik piikladu takovych ptevodu. Prakticky
vyznam téchto prevodu je v tom, ze umoznuji pouzit tokové algoritmy (a piislusny specidlni software)
na mnoho dal§ich uloh. Navic, v ptisti kapitole uvidime, ze ulohu optimélniho toku lze prevést na ulohu
linearniho programovéani. To znamenad, ze vSechny tlohy, prevoditelné na toky, bude mozno fesit algoritmy
linedrnfho programovani (zejména simplexovym algoritmem).

Maximalni tok v siti. Sestrojime novou sit nasledujici konstruke{ (viz obrazek).
- k puvodni siti pfiddme novou pomocnou hranu, vedouci ze zdroje z do stoku s,
- cena nové hrany je 1, propustnost nové hrany je oo,
- intenzita uzlu z v nové siti je @, intenzita uzlu s v nové siti je —Q, kde @ je ,,dost velké* ¢&islo
(staci zvolit @ vétsi nez soucet propustnosti vsech hran puvodni site),
- ceny vSech hran puvodni sité jsou rovny 0,
- intenzity vSech uzli puvodni sité kromé z a s jsou rovny 0.
Je ziejmé, ze optimalni tok v nové siti se na puvodni siti shoduje s maximalnim tokem ze z do s.
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a; = —Q

puvodnf sit

nova hrana

Hranovy (uzlovy) stupen souvislosti grafu. Otdzku, zda je (pro dané k) dany graf hranové ¢ uzlove
k-souvisly, lze prevést na tilohu nalezeni maximélniho toku v siti zpusobem zndmym z predmétu TGD1,
kap. 2.3. Kombinace s pfedchozim pfevodem tedy dava pfevod tlohy na ilohu nalezeni optimalniho toku.

Minimalni cesta z uzlu v do uzlu v grafu G. Sestrojime sit takto:
- intenzita u je 1, intenzita v je -1, intenzity ostatnich uzli jsou nulové,
- propustnosti vSech hran jsou rovny jedné,
- ceny vsech hran jsou rovny jedné.
Pak minimélni cesta z uzlu u do uzlu v je urcena témi hranami, na nichz je optimalni tok nenulovy.

Nejvétsi linearni podbigraf (nejvétsi parovani) v bipartitnim grafu. Nechf A, B jsou partity
U(G) (tj. U(G) = AU B a A, B jsou nezavislé). Sestrojime sit takto:

- ke grafu ptidame dva nové uzly z, s,

- ke grafu priddme nové hrany (z,z) pro viechny uzly = € A,

- ke grafu priddme nové hrany (y, s) pro vsechny uzly y € B,

- propustnosti vSech hran sité jsou rovny jedné.
V takto sestrojené siti hleddme (celo¢iselny) maximdlni tok ze z do s.

nové hrany nové hrany

A B

puvodni graf

N
e

e .

Je ztejmé, ze nejvétsi parovani v puvodnim grafu je urCeno témi jeho hranami, na nichz ma nalezeny
maximalni tok nenulovou hodnotu.

Genericka hodnost matice je, jak vime z pfedmétu TGD1, rovna poctu hran nejvétsiho linearniho

podbigrafu (nejvétsiho parovani) v bigrafu dané matice. K jejimu urceni 1ze tedy pouzit predchozi prevody
na toky.

17



2 Linearni programovani

Linedrni programovani ma, jak uvidime, v tlohach diskrétni optimalizace vyznac¢nou roli, z hlediska
koncepce tohoto predmétu vsak je prosttedkem, nikoliv cilem. Proto se v této kapitole budeme vice nez
v jinych odkazovat v dukazech na priklady ¢ geometricky nazor.

Zacnéme dvéma motivacnimi priklady.

Piiklad. Uloha o dieté.
Méme nékolik druht potravin a chceme z nich vytvorit (jen teoreticky) krmnou smeés. Zndme:

1. obsah i-té slozky (i-tého vitaminu) v j-té potraviné - tato ¢isla oznacime a;;, 1ze je zapsat do matice

A typu m/n:
brambory | kukufice
vitamin A all a2 oo | s | arn
vitamin B as1 a22 v | ve | agp
vitamin K Am1 Amo2 i | i | amn

2. cenu ¢; jednotky j-té potraviny - ceny c; tvoii vektor ¢ € Ry,
3. pozadovany minimélni obsah i-tého vitaminu ve smési - ¢isla b; tvoii vektor b € R,,.

Nezndmymi v tloze jsou ¢isla x;, majici vyznam mnozstvi i-té potraviny ve smési. Cisla x; tedy musi
dale spliovat néasledujici podminky:

1121 + a21®2 + ...+ a1pTn > by
a21%1 + a22%2 + ... + 2Ty > by

Am1T1 + Gm222 + ... + AmnTn Z bm

Je-li x € R,, vektor ¢isel z;, pak tyto podminky lze zapsat maticové ve tvaru Ax > b.
Déle pro kazdé i plati x; > 0.

Dalsi podminkou je skuteénost, ze takovou smés chceme poridit co nejlevnéji. Checeme tedy (na mnoziné
vsech vektoru, spliujicich pfedchozi podminky) minimalizovat vyraz cixi1 + ... + ¢p@y, tj. hleddme
min ¢’ x. Takovou tlohu miiZzeme struéné zapsat v nasledujicim tvaru:

mincT x

Ax>Db
x>0

Piiklad. Pokud bychom uvazovali, Zze ve smési musi byt pfesné tolik vitaminu, kolik je predepsdno
vektorem b, bude mozno vySe uvedenou tlohu prepsat do tvaru, v némz soustava podminek bude mit
tvar Ax = b.
Jinou (a pfirozenégjsi) tlohou s podminkami typu rovnosti je dopravni problém, tj. iloha optimalniho
toku. V této tloze hledame
min Z Cij Tgj
(i.j)€H(G)

za podminek

E xij_g Tji = g V1.
J J
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a samoziejmeé z;; > 0. Pfesny maticovy zapis zatim odlozime, zatim si pouze povsimneme toho, Ze vznikne
néco ve smyslu

minc? x

Ax=Db
x>0

V praxi se vyskytuji i tlohy, v nichz jsou podminky obou typiu, tedy rovnosti i nerovnosti. Nyni
zformulujeme zadén{ dlohy linedrniho programovani (déle jen LP) pfesné.

2.1 Tri zakladni formulace lohy linearniho programovani

1. Obecna tuloha.

Necht A je redlnd matice typu m/n, N je podmnoZina mnoZiny sloupcovych indexi {1,...,n}
matice A, N je jeji doplnék, M je podmnozina mnoziny fddkovych indext {1,...,m} matice A,
M je jeji doplnék, al jsou fadky matice A (i = 1,...,m), b je redlny vektor délky m, c je realny
vektor délky n.

T

Ukolem je nalézt vektor x € R™, ktery minimalizuje vyraz c¢* x za podminek

al'x=1 pro i € M,
a?bei pro ¢ € M,
z; >0 pro j € N,

z; €R pro j € N.

2. Kanonicky tvar tlohy.

Ukolem je nalézt vektor x € R™, ktery minimalizuje vyraz ¢! x za podminek Ax > b, x > 0.

3. Standardni tvar dlohy.

T

Ukolem je nalézt vektor x € R™, ktery minimalizuje vyraz ¢’ x za podminek Ax =b, x > 0.

Tvrzeni 2.1. Uvedené tii zakladni tvary ilohy LP jsou ekvivalentni.

Dukaz. Kanonicky i standardni tvar tilohy jsou zfejmé specidlnimi piipady obecné ulohy. Je tedy tieba
ukazat, ze obecnou ulohu lze prevést na oba ostatni tvary.

1. Pfevod obecné tlohy na kanonicky tvar: je tfeba vylouc¢it podminky typu rovnosti a neohranicené
n n

proménné. Rovnosti ) a,;jz; = b; vyloucime tak, ze je nahradime dvojicemi nerovnosti ) a;jz; <

j=1 i=1

n

b a Y aj;xz; > b;. Pro kazdou neohrani¢enou proménnou z; € R zavedeme (a dosadime do

i=1
podminek) dvé nové proménné x;' a x; tak, aby z; = x;' — x; a aby obé tyto proménné byly
nezéporné. Tyto proménné se definuji predpisem l’j = max{0, z;}, resp. z; = max{0, —z;}.

2. Prevod obecné ulohy na standardni tvar: nyni potifebujeme vyloué¢it vSechny podminky typu nerov-
nosti a nahradit je rovnostmi. Zavedeme proto nové nezaporné proménné s; tak, aby pro nerovnosti
typu Y a;;x; > b; platilo Y a;jx; —s; = b;. Obdobné nerovnosti ) a;jz; < b; nahradime rovnostmi
> a;jx; + 8; = b;. Neohrani¢ené proménné vylou¢ime analogicky.

O

19



Poznamka. V praxi se vyskytujf i takové tilohy, v nichz misto minimalizace vyrazu ¢’ x hleddme jeho
maximum. Vzhledem k tomu, Ze uvazujeme vektor ¢ redlny, stac hledat min —c” x. Déle se miiZe stat,
ze misto podminek A x > b mame omezeni A x < b. I to neni vzhledem k realnosti matice A problém.
Stac¢i prevést tyto podminky do tvaru (—A)x > (—b). Pfi pfevodu tdlohy na standardni tvar je t¥eba
obratit znaménka v nerovnostech i u novych proménnych s;.

Priklady. V nésledujicich piikladech (dmyslné jednoduchych) si ukézeme geometricky vyznam fesen{
téchto uloh. U téchto jednoduchych tloh je grafické feseni velmi ndzorné a snadno si uvédomime geo-
metrickou podstatu feseni tloh LP. Oblast vymezend podminkami je na kazdém obrazku prislusné dlohy
vysrafovana, teckované jsou naznaceny vrstevnice cenové funkce, jejiz extrém hledame. Je také naznacen
smér rustu (poklesu) ceny u tloh, v nichz hleddme maximum (minimum).

3*
1. maxx+y R
r+2y <2 2& -
20 +y < 2 .. . T
>0 zsm%vzrustu c' X
y>0 3\

Resent je ziejmé o =y = 2. .o

2. minx 4y
T+2y>2
20+y >2
x>0
y=>0

esy CT X

Reseni je ziejmé opét z =y = %

3. minzx —y
20 +y > 2
x4+ 2y >2
x>0
y>0

Mnozina ptipustnych feseni je ve sméru poklesu
cenové funkce neomezend, optimum tlohy je
,v nekonecnu“, tj. feSeni neexistuje.

4. minz —y

2r—y=>2 3 o
r—2y> -2 gmér poklesu ¢/ x
x>0 2 o
y=0

Mnozina ptipustnych feSeni je neomezena, je vsak 1 =

omezens ve sméru poklesu ¢ x (obdobné jako

v piikladu 2). Uloha LP m4 feseni z = y = 2.
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minzx —y : - : 0
—2r 4y >2
r—2y>2 -1
x>0
y>0 5
Neexistuje zadné pripustné feseni, iloha nema feseni. Y
- -3

. Nyni si ukazeme, jak vypadd pievod tlohy v kanonickém tvaru na tlohu ve standardnim tvaru.

2 *y
Kanonicky tvar: 17

max 2x + y "s:m'ér rastu ¢? x
r+y<l1 N
x>0
y=0 L
Optimalni feseni této kanonické tlohy LP je 0 N x
5 \
z=1y=0. 0 1\ 2

Totéz ve standardnim tvaru:

max 2z +y + 0z
r+y+z=1
x>0

y=>0

z>0

Optimalni feSeni této standardni ulohy LP je

r=1,y=0,2=0. smér ristu ¢’ x

Je vidét, ze kanonickd tloha je kolmym prumétem standardni tilohy LP.

mincix1 + coxs + Cc3x3
Ty + X0+ a3 =2

X1 Z O
T2 Z 0
I3 Z 0
T
Vsechny body x = | z2 |, odpovidajici pFipustnym Fesenim, vyplnf trojihelnik (viz obrdzek).
Zs3

Je ziejmé, ze minimum linedrni funkce ¢ x1+coxo+c3x3 bude lezet v nékterém z vrcholu trojuhelnika
- tam jsou nékterd x; = 0.
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Piiklad. Ukazme si jesté jeden motivaéni piiklad. Hledame minimalni kostru v ohodnoceném grafu:

3
h3 h2
1 hy 2
Tento graf ma tfi kostry, a to:
3 3 3
ha hs hs ha
1 hy 2 1 h1 2 1 2

1, jestlize hrana h; lezi v kostfe,

Polozime x; = ( 0, jestlize h; v kostfe nelezi.

Napiseme-li podminky

T + X2 + 3 = 2,
x1207I2207x3207
.’E1§171'2§171'3§1, =g

pak pfipustna teSeni vyplni trojihelnik na obrazku
vpravo a naSe kostry jsou jeho vrcholy. Hledani mi-
nimalni kostry je tedy minimalizace linedrni funkce
w11 +weTs +wsxs, kde w; je ohodnoceni hrany. Mi-
nimum této funkce musi byt ve vrcholu, jak jiz bylo
zminéno.

2.2 Simplexovy algoritmus

Uvazujme tlohu LP ve standardni formé

min ¢T'x

Ax=D
1'7,207

kde A je typu m/n a plati m < n. Déle budeme vzdy predpoklddat, ze hodnost matice A je rovna m
(tento predpoklad prakticky nesnizuje obecnost).

Definice 2.1. Je-li B = {A;,,Aj,,...,A;, } mnozina m linedrné nezdvislych sloupcu matice A, pak
vektor x € R"™, spliiujici podminky

-x2;=0proA; ¢ B,

- @y, je k-td slozka vektoru B™'b, kde B =[A;]"", prok =1...m,
se nazyva bazické teSeni, prislusné mnoziné B.

Poznamka. Bazické feseni dostaneme takto:
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1) zvolime mnozinu B linedrné nezdvislych sloupctt matice A (tj. nékterou bézi sloupcového prostoru
matice A),

2) polozime vSechny slozky vektoru x pro sloupce, které nejsou v mnoziné B, rovny nule,

3) fesime vzniklou soustavu rovnic s reguldrni matici (jez mé pravé jedno feSeni).

Definice 2.2. Bazické feseni, pro které plati z; > 0, j =1...n, se nazyva piipustné bazické feseni.
Véta 2.1. Optimalni feseni iilohy LP je nékteré z jejich piipustnych bazickych feSeni.
Dukaz. Nebudeme provadét, geometricky je z predchozich piikladu ziejmy. O

Poznamka. Plati i opac¢né tvrzeni: pro kazdé bazické feSeni existuje vektor ¢ takovy, ze toto fesSeni

minimalizuje vyraz c’x.

Dukaz. Polozime-li
cj =0 pro A; € B,
cj=1pro A; € B,

pak pro nase bazické feseni je ¢’

x = 0; v ostatnich piipadech je tento vyraz vzdy kladny. O

P#i hleddni minima cenové funkce ¢”x bychom tedy mohli probirat véechny m-prvkové podmnoziny
sloupcu matice A, kterych je (:T‘L), nalézt v8echna bazickd TeSeni a vybrat z nich optimélni. V praxi by
byl tento postup ¢asové velmi narocny. Je tfeba néjak zorganizovat prechod od jednoho piipustného
bazického tfeseni ke druhému. Tento postup je znam jako simplexovy algoritmus.

Celou myslenku tohoto algoritmu si ukdzeme na nasledujicim piikladu. Uvazujme tlohu ve stan-
dardnim tvaru

mincTx

Ax=Db
xiZO,izl...n

Predstavme si tuto tlohu jako ulohu o dieté s podminkami na obsah vitamint typu rovnosti. Pfedpokla-
dejme rovnéz, ze jsme jiz nasli néjaké vychozl pripustné bazické feSeni (coz samo o sobé muze byt
problém, ale k tomu se vratime pozdéji). Prislusné bazické proménné zapiseme jako prvni a rozsifend
matice soustavy Ax = b nabude tvaru

ail a2 [N ‘ N QA1n b]_
a1 a9 .o ‘ .o a9n b2

‘ )
Gm1 Am2 oo | or Qmn | bm

kde prvnich m sloupct odpovida sloupcum bazickych proménnych.

v . e 1w« s T <. e . . , . .
Ptipustné bazické reseni [J:%, S T | 0] obdrzime po Gauss-Jordanové eliminaci v této matici

° m?

podle podmatice tvofené sloupci bazickych proménnych.

1 1 1 1

10 ... 0 @y -+ Gy .- G, | T
: 1 1 1 1

0 1 2 0 ayyq oo Q34 ... a3y, | T3
1 1 1 1

0 0 1 amm+1 ams amn xm



Ptechod k jinému pfipustnému bazickému feSeni uskuteénime ndhradou nékteré bazické proménné jinou,
nebazickou. Neni vSak jedno, kterou bazickou proménnou z baze odstranime a kterou nebazickou naopak
do baze priddme. Mame tedy dva dil¢i problémy:

a) kterou nebazickou proménnou dét do béze,

b) kterou bazickou proménnou z bdze vyjmout?

ad a): Uvazujme s-tou nebazickou proménnou. Jeji jednotka stoji ¢s a tato jednotka by nahradila a;
jednotek prvni proménné, ass jednotek druhé proménné, atd., coz celkem stoji c1a1s+ ...+ Cnms PENéz.
Pokud je tato suma vétsi nez cena jednotky s-té proménné, tak se s-tou nebazickou proménnou vyplati
dét do baze. To tedy nastane, pokud plat{ nerovnost (horn{ index 1 zde pro jednoduchost nepiseme):

Cs < C1A1g + C2Q25 + ... + CrGims-

S formdlnim maticovym zépisem je trochu potiz, protoze cen neni m, ale n - pro nebazické proménné,
kterych je ve smési nulové mnozstvi, nejsou na pravé strané nerovnosti piislusné séitance uvedeny. Zave-
deme vektor ag, ktery ma vyznam s-tého sloupce matice A, doplnéného nulami na pozicich, odpovidajicich
nebazickym proménnym, tj.

~ T
as = [alsaa257'"7amsaoa"'ao] .

(Pokud by bazické proménné nebyly v tabulce na prvnich mistech, byly by nuly na piislusnych pozicich
v tomto vektoru.)

Nyni tyto poznatky shrneme:

PRAVIDLO 1. Jestlize pro s-ty sloupec plati nerovnost

cTa, —cs >0,

pak s-tou proménnou zahrneme do nové baze.

Poznamka. Hodnota c”a, —c, se nazyva relativni cena s-té nebazické proménné vzhledem k dané bazi.

ad b): Kterou bazickou proménnou z baze vyjmout? Kdyz pouZijeme x5 jednotek s-té proménné, tak
ve smési zustane

r1 —a1sxs  jednotek 1. bazické proménné,
To —azsxs  jednotek 2. bazické proménné,

Tm — AmsTs jednotek m-té bazické proménné,
pricemz vSechny tyto vyrazy musi byt nezdporné.

Plati tedy:

r—asrs > 0 = s < 2
Lo — G2sks > 0 = rs < =

azs
Ty — QmsTs > 0 = Ts < Lm

Chceme pouzit nové bazické proménné co nejvice (vyplati se, zmensuje hodnotu cenové funkce). Nejvétsi
mozné mnozstvi zs této s-té proménné (nové bazické) je rovno nejmensimu z vyrazu na pravé strané
nerovnosti. Pfi takovém x; bude proménné, kterou vyjimame z baze, novou proménnou plné nahrazena.

Opét shrneme tuto tvahu:
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PRAVIDLO 2. Zahrnujeme-li do nové baze proménnou xg, tak ji nahradime tu bazickou proménnou
x;, pro kterou je vyraz - minimalni kladny.

Qs

D4 se obecné dokéazat, ze tato dvé pravidla (intuitivné zfejmé) skutetné vedou k optimalnimu piipust-
nému bazickému feSeni. Postup, zalozeny na téchto pravidlech, se (z historickych duvoda) nazyva sim-
plexovd metoda (nebo téz simplexovy algoritmus).

Priklad.
minxq, + 6xo — 7x3 + x4 + 525
Sx1 — 4xo + 1323 — 224 + x5 = 20
T4 —To+5xr3 — T4+ x5 =8
1‘12072215
Vektor cen c je vektor ¢ = [1,6,—7,1,5]. Soustavu zapiseme do nésledujici tabulky Tj :

5 -4 13 -2 1120
1 -1 5 -1 1| 8

Potiebujeme nalézt néjaké vychozi piipustné bazické feseni. To muze byt obecné problém, uvidime pozdéji
(v odstavci 2.3), jak jej obecné Fesit. V nasem piipadé budeme postupovat takto: od 1. fddku odecteme
druhy, od 2. fadku odecteme c¢tvrtinu prvniho, 1. fadek délime ¢tyifmi. Tabulka Ty se zméni do podoby
T12

Ve sloupci napravo jsou kladnd ¢isla, nalezené bazické feseni x = [3,0,0, 0, S]T je tedy pripustné. Pro dalsi
postup bude vhodné ptipsat k tabulce ceny jednotlivych proménnych. Nahoru ceny vSech proménnych,

vlevo ceny prislusnych bazickych proménnych, tj. v tomto piipadé ceny prvni a paté proménné.

1 6 -7 1 5

Nyni mtiZzeme zah4jit optimalizaci. Pro jednotlivé sloupce viech proménnych vyéislime vyrazy ¢’a, — cs,

pro posledni sloupec celkovou cenu. Vse opét pripojime k tabulce T7:

1 6 -7 1 5
3 1
11 -2 2 -1 0|3
1 3
500 -+ 3 -2 1|5
cTa,—¢cs |0 -8 24 -5 0] 28
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Podle pravidla 1 zafadime tfeti proménnou do béze (vyplati se). Ale kterou proménnou z béze odstranit?
Vycislime vyrazy =+

i pro viechny bazické proménné (i=1,5):

I 3. Is 5. 3 5

ais 2 ass 3 2 3
Proto, podle pravidla 2, z bdze vyjmeme proménnou x;. Déle budeme postupovat stejnym zpusobem.
Vedoucim prvkem pro Jordanovu eliminaci bude prvek ve sloupci a fadku nové a nahrazované bazické
proménné, tedy prvek na pozici (1, 3) nésledujici tabulky:

Po upravach ziskame tvar simplexové tabulky T5:

1.3 _1 3
2 8 1 8 0 2
3 7 3 1
-3 g 0 —§ 1]3

K této tabulce opét priddme ceny jednotlivych proménnych a vyéislime relativni ceny vSech proménnych.
Tabulka T5 tak nabude tvaru

1 3 1 3
7 8 b -5 0] 3
3 1 _3 1
2 8 0 8 1 2

-12 1 0 -2 0]-8

Vsimnéme si dvou faktu. Jednak ndm cena feSeni klesla z 28 na -8, skutec¢né se tedy blizime k minimu
cenové funkce. Déle vidime, ze bychom méli do béze zaradit proménnou zs. Abychom zjistili, kterou

. . o3 . co1s , z; . .
proménnou z béaze vyradit, opét vycislime vyrazy 75 proi=3,5:
3 1
I3 5 Is5 5 4
asz  —3 ase g 7

Minimaln{ kladny je vyraz paté proménné, kterou podle pravidla 2 vyfadime z baze. Opét provedeme
Jordanovu eliminaci s vedoucim prvkem vyznacenym v nasledujici tabulce tucné:

1 3 1 3
7 8 1 -5 03
3 7 _3 1
2 8 0 8 1 2

Po upravach ziskdme simplexovou tabulku T3:
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1 _2 3| 12
7 0 1 7T 7 7
12 3 8 4
-7 10 -7 7] 7

Po pridani cen jednotlivych proménnych a vypoctu relativnich cen pfejde tabulka na nésledujici tvar:

16 -7 1 5

1 2 3 12
-z 01 -z 5 7

12 3 8 4
= 10 -7 3| 7

72 11 8 60
-7 0 0 -5 —-7|-7

Rédek relativnich cen nemé zadny kladny prvek, neni tedy co nahrazovat, podle nasledujici véty jsme
nasli optimum. Optimalni cena tlohy je 76—70; optiméln{ fesen{ mé tvar x = [0, %, 1—72, 0,0]7.

Véta 2.2. Jestlize pro vSechny sloupce plati ca, — c, < 0, pak je toto pripustné bazické reseni op-
timalni.

Takto by Slo metodu prakticky provozovat. Lze vSak trikem zjednodusit vypocet relativnich cen.
Podivejme se na tabulku T3 z predchoziho ptikladu:

1 6 -7 1 5

cTa,—c, | O -8 24 -5 0|28

1. Je-li x5 bazicka proménna, pak as je vektor samych nul, jen na s-té pozici bude mit jednicku. Pro
relativni cenu kazdé bazické proménné tedy plati cTa, — cs = ¢s — ¢ = 0.

2. Co by se stalo, kdybychom v hornim (nultém) fddku ¢isla ve sloupcich bazickych proménnych
vynulovali Jordanovou eliminaci? Predevsim si uvédomme, ze pii vypoctu relativnich cen se hodnota
¢s odecitd, bude tedy vhodné napsat nulty rfadek s opaénym znaménkem (ekvivalentn{ interpretace
této ivahy: definujeme proménnou ceny vztahem z — 3" ¢;x; = 0; nulty fddek tabulky je pak fadek
pro tuto proménnou z). Ziskdme tak tabulku:

-1 -6 7 -1 5| 0

cTa,—¢c, | 0 -8 24 -5 0] 28

V nasem piipadé vynulujeme ceny u bazickych proménnych tim, ze k nultému fadku pricteme jednou
prvni a pétkrat druhy.
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Obecné: k nultému fadku pri¢teme c¢;-nasobek i-tého fadku. Pak hodnoty ve sloupcich bazickych
proménnych budou rovny nule a ve sloupcich nebazickych proménnych vyjdou vyrazy 3 c;a;s — ¢s =
c’a, — ¢, coz jsou piesné relativni ceny. Vypocéteme je tedy pifmo v tabulce pii Jordanové eliminaci.
V nultém fadku ve sloupci pravych stran pfitom vyjde éislo > ¢;x;, kde x; jsou hodnoty slozek piipustného
bazického feSeni. A to je cena piislusného feseni.

(To vse ale plati pouze v piipadé, ze sloupec s-té bazické proménné je jiz po eliminaci, tj. je ve tvaru
[0,0,...,0,1,0,...,0]T; je nutné si navic uvédomit, ze k nultému fadku lze jen pricitat ¢i odecitat nasobky
ostatnich fadki, ale nulty fadek samotny nésobit éislem nelze, nebotf by se zménily ceny proménnych).

Priklad.

min 3z 4y
T+2y>3
20 +y >3
x>0
y>0

Nejprve prevedeme tuto tlohu (v kanonickém tvaru) na tilohu ve standardnim tvaru:

min 3x +y
r+2y—u=3
2e+y—v=3
x>0, y>0
u >0, v>0

Sestavime vychozi simplexovou tabulku Tg:

-3 -1 0 0]0
1 2 -1 03
2 1 0 -1/3

Nyni je tfeba urcit vychozi piipustné bazické feseni. I v tomto piikladu se pokusime problém obejit a
zkusit toto feSeni uhodnout. Polozme (z prvni rovnice) x = 3, y = 0, u = 0. Ze druhé rovnice uréime
posledni proménnou v = 3. Bazickymi proménnymi tedy budou proménné z a v. Jordanovou eliminaci a
pridanim cen jednotlivych proménnych ziskame tabulku 77:

0 5 -3 019 Mém pFipustné bazické feseni x = [3,0,0,3]7,
1 2 -1 013 cena tohoto feSeni je 9. Toto feSeni neni
0 3 -2 1|3 optimalni, jak je patrno z uvedené tabulky,

do béaze pfiddme proménnou y a vyjmeme
proménnou v. Po nasledné Jordanové elimi-
naci ziskdme tabulku T5:

Nyni jsme ziskali ptipustné bazické feseni x =
0 0 % —% 4 [1,1,0,0]7, jehoz cena je 4. Opét se nejednd o
optimalni feSeni, do baze pfiddme proménnou
u a vyjmeme z. Jordanovou eliminaci ziskdme
1o 3 -3|1 tabulku T:
01 -2 3|1
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-1 0 0 -1]3
3 0 1 2|3
2 1 0 -1|3

Obdrzeli jsme tak piipustné bazické feSeni
x = [0,3,3,0]7. Toto fesen{ je jiz optimdl-
ni, nebot relativni ceny vsech nebazickych
proménnych jsou zaporné. Optimalni feseni
pivodniho problému je [0, 3]7.

Piiklad. V nasledujicim piikladu si ukdzeme jednoduchou tlohu, kterd nema4 feseni. Mnozina piipust-
nych feSeni je stejnd jako v predchozim piikladu, jediny rozdil bude v cenové funkci.

minx —y
r+2y >3
2x4+y >3
x>0
y=>0

Nejprve prevedeme tlohu do standardniho tvaru.
minx —y
r+2y—u=3
2r+y—v=3
z >0, y >0
u >0, v>0

Vyjdeme ze stejného pocatecntho piipustného bazického feseni, tedy x = [3,0,0, 3]7 a sestavime vychoz{
simplexovou tabulku Tj:

-1.1 0 0/0
1 2 -1 013
21 0 -1]3

Jordanovou eliminaci, se stejnym vedoucim prvkem jako v minulém piikladu, ziskdme tabulku 77:

0 3 1 0[3
1 2 -1 03
03 2 13
00 1 1Jo0
1 2
10 L -2]1
2 1
01 -2 11
3 0 0 1]-3
370 1 23
2 1 0 -1]3
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Mém pFipustné bazické feseni x = [3,0,0,3]7,
cena tohoto feSeni je 3. Toto feSeni neni
optimalni, jak je patrno z uvedené tabulky,
do béaze pfiddme proménnou y a vyjmeme
proménnou v. Po néasledné Jordanové elimi-
naci ziskdme tabulku T5:

Nyni jsme ziskali pfipustné bazické feseni x =
[1,1,0,0]7, jehoz cena je 0. Opét se nejednd o
optimalni fesSeni, do baze pridame proménnou
u a vyjmeme x. Jordanovou eliminaci ziskdme
tabulku T3:

Piipustné bazické fesenf je x = [0, 3,3,0]7. Do
béaze pfiddme proménnou v, ale pozor, neni co
z baze vyjmout. Tedy proménnd v nam ne-
nahradi zadnou z bazickych proménnych y, u.
Mnozina ptipustnych feseni neni ve sméru gra-
dientu cenové funkce omezend mnozina, tato
tloha LP nem4 feSeni.



Tento pifklad ilustruje ndsledujici tvrzeni (jez nebudeme dokazovat).

Jsou-li vsechny vyrazy i zaporné, pak funkce c’'x nenf zdola omezend a iiloha LP nem4

Qis

Tvrzeni 2.2.
reseni.

V nésledujicim blokovém schematu simplexového algoritmu je tento piipad zahrnut. Pro kratsi zapis
budeme pouzivat misto pojmu ,,piipustné bazické reseni* zkratku ,PBR.

Najdi vychozi PBR x(
k=0

Najdi index s; 1 < s < n, pro ktery plati

", — ¢ = max{cTd; —¢;[j=1,....n)

KONEC
Tk je
optimalni feseni

KONEC

funkce ¢T'x neni
zdola omezena,

uloha nem4 feseni

Existuje i,
pro které plati
S>> 07

Qjs

Najdi index t, pro ktery plati

" —mln{aish—1,...,n7 >0

Do béze pridej x5 a vyjmi x;
Jordanovou eliminaci nalezni x4
k=k+1

Piiklad. Jsou dvé betondrny, oznacené pismeny X a Y, a tii stavenisté, oznacend ¢isly 1,2,3, na ktera
se vozi beton. Betonarna X produkuje 14 aut betonu denné, betondrna Y produkuje 6 aut denné. Na
stavenisti 1 se spotiebuje 8 aut betonu denné, na druhém stavenisti 5 aut a na tfetim 7 aut betonu denné.
Déle jsou dany vzdélenosti jednotlivych stavenist od obou betondren, které jsou uvedeny v nasledujici
tabulce:

112] 3
X |16 | 7|18
Y| 63| 8

Nagim tkolem je nalézt optimélni plan rozvozu betonu.
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Ozna¢me jednotlivd mnozstvi podle betonarny, ze které je beton prevazen a stavenisté, na kterém se
vyuzije, x1, T2, T3 a Y1, Y2, y3. Hodnota x; tedy odpovida poctu aut prevazenych z betonarny X na stavbu

i (a podobné y;). Cenova funkce je

min 1521 + 7xo + 18x3 + 6y1 + 3y2 + 8ys.

Podminky tlohy popisuji, ze na kazdou stavbu se musi celkem dostat pfesné potiebné mnozstvi be-
tonu denné (prvnf tfi rovnice), a vSechen odvezeny beton z betondren mus{ byt roven vyrobni kapacité
betondren (dalsi dvé rovnice). Pfitom samoziejmé veskerd previzend mnozstvi betonu jsou nezdporna.

1 +y1 =8
T2 +y2 =9
x3+ys =7

T+ To + 23 =14

y1+y2+y3s==6
;2 0y, >2014i=1,2,3

Tuto dlohu zapiseme do nésledujici tabulky:

o= O O =

O = O = O

O~ Rk OO

_o O O

= o O~ O

= o= O O

S = = Ot o

Protoze celkové mnozstvi odvezeného betonu z betonaren se rovna celkovému mnozstvi betonu pfivezené-
ho na stavby, jsou rovnice linedarné zavislé. Lze tedy vypustit prvni fadek, ¢imz se feSeni tilohy nezméni.
Ziskame tak tabulku

0 1 0 0 1 0] 5
o o0 1 0 0 1] 7
111 0 0 0]14
0 0 0 1 1 1] 6
1 1.1 0 0 0|14
0 1 0 0 1 0] 5
o o0 1 0 0 1] 7
0 0 0 1 1 1] 6
o 0 0 0 -5 1]227
10 0 0 -1 -1 2
01 0 0 1 O 5
0 0 1 0 0 1 7
0o 0 0 1 1 1 6
0o 0 0 -1 -6 0]221
1 0 0 1 0 O 8
01 0 0 1 O )
0 01 -1 -1 O 1
0o 0 0 1 1 1 6
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Nyni je tfeba nalézt vychozi PBR. To zatim
neumime, opét se tedy pokusime feseni uhod-
nout. Nejprve piechodme fddky a ziskdme ta-
bulku

Nyni provedeme Jordanovu eliminaci a po
pridani nultého fadku cen proménnych a Jor-
danové eliminaci i tohoto fadku ziskdme ta-
bulku T7:

Toto teseni je evidentné piipustnym bazic-
kym feSenim této 1lohy, neni vsak optimalni.
Néktera z relativnich cen je totiz kladna. Tu
pridame do baze a po uréeni minima z vyrazu

=7 urc¢ime, kterou proménnou z baze vy-
.

jIﬁeme. Na tuto tabulku provedeme Jordanovu
eliminaci s vedoucim prvkem, ktery je v ta-
bulce Tj vyznacen tuéné. Po Jordanové elimi-
naci ziskame tabulku T5:

Ziskali jsme piipustné bazické feseni ve tvaru
x = [8,5,1,0,0,6]T. Jak je vidét ze simplexové
tabulky 7%, je toto feSeni optimalni, nebot
relativni ceny vSech nebazickych proménnych
jsou zaporné.



PovSimnéme si malé zajimavosti: v optimalnim rozvoznim planu je y; = yo = 0. To znamena, ze pii
optimélnim rozvozu se na dvé nejkratsi vzdalenosti (3 a 6 km) nic nevozi.

Nyni si ukdzeme, Ze tuto ilohu lze také fesit aparatem optimdlniho toku v siti. Sestrojme nejprve
sit podle zadani tlohy. Zdroje budou predstavovat obé betonarny, jejich intenzity budou denni pro-
dukce betonu v kazdé z betonaren. Stoky sité budou predstavovat stavenisté, jejich intenzity budou
rovny denni spotiebé betonu. Hrany budou vést z kazdého zdroje do kazdého stoku. Ceny hran budou
dény ptislusnymi vzdalenostmi, propustnosti uvazujeme nekonecné. Vyznam ¢isel u hran na obrazcich je
x;,j(ci;) (nekoneéné propustnosti neuvadime).

Vychozi tok:

Potencialy jednotlivych uzli jsou zapsany tuéné jako
uzlové ohodnoceni. Je patrné, ze na hrané vedouci ze
zdroje s intenzitou 6 do stoku s intenzitou —7 neni
splnéna podminka véty o potencidlech (véta 1.3). Je
tedy tfeba podél polocyklu daného hranami s inten-
zitami 14, —8,6, —7,14 zvysit tok. Nejvétsi mozné
mnozstvi, které muzeme v daném rezervnim polo-
cyklu pridat, je 6. Ziskdme tim novy tok:

Tentokrat jiz v celé siti existuji potencialy, vyhovujici
na vSech hrandch. Tim je ukdzdno, ze dany tok (tj.
plan rozvozu betonu) je optimalni.
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2.3 Dvoufazova metoda

Zbyva nam odpvédét na otazku, jak nalézt vychozi PBR, tj. jak nalézt néjaké nezaporné feSeni soustavy
Ax = b. Metodu feSeni si ukazeme na nasledujicim piikladu.
Piiklad. Hledame nezaporné feseni soustavy

T — T3+ 4rs =3
2I17£172:3
31 — 229 — x4 =1

NapiSme si pomocnou ilohu s umélymi promennymai y1, Yz, ys:

1 —x3 +4xy +uys =3
211 —Io +y2 =3
3ry  —2mo —Iy +y3 =1

a feSme tlohu miny; + yo + ys, x; > 0, y; > 0 (tj. v této pomocné tloze maji proménné x; nulovou cenu,
proménné y; maji cenu 1). Jak je patrné, vychozi bazi nemusime hledat, je jiz slozena ze sloupcti umélych
proménnych.
Tato pomocna tloha
- uréité ma PBR: x = [0,0,0,0,3,3,1]7, takze nemusime hledat vychozi PBR;
- puvodni soustava mé nezaporné feSeni pravé kdyz pomocnd tloha mé optimalni feSeni, pro néz
plati y; = 0,7 =1,2,3.

Timto obecné ziskdme tzv. dvoufdzovou metodu FeSeni ulohy linedrniho programovani ve standardnim
tvaru:

mincTx

Ax=D

1. faze. Zavedeme umélé proménné y = [yi,...,ym]?, oznacime o nulovy vektor z prostoru Ry, a

v=[1,1,...,1]T € R,,. Resfme pomocnou tilohu
e [T | %
min [0 | vT] [y}
AT (3] =p
N >0
i
Tato uloha mé urcité PBR, umime ji tedy tesit. Dale plati nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni 2.3. Pivodni iiloha ma PBR pravé kdyz pomocna iiloha ma optimalni feseni, které

splinuje podminku y1 = ... = y,, = 0.

Z tohoto optimélniho feseni [ﬂ je pak ¢ast x vychozim PBR, pro feSeni puvodni tlohy.

2. faze. S takto nalezenym vychozim PBR x fesime puvodni ilohu simplexovym algoritmem.

Pozndmka. Pokud puvodni tloha je v kanonickém tvaru, tak se hledani PBR d4 ponékud zjednodusit
(viz napf. [12], odst. 4.8).
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Piiklad. Me¢jme ilohu ve standardnim tvaru

min 2xq + 4x9 + 3 + x4 + 275
1+ 209 —x3+ 24+ 225 =8
201 + xo + x4 + 225 = 12
1+ T2+ 223 —a5 =4

z; >0,1=1...5

Sestavime nasledujici tabulku:

-2 4 -1 -1 2|0
1 2 -1 1 2| 8
2 1 0 1 2]12
11 2 0 -1| 4

0 0 00 0 -1 -1 -1] 0

1 2 11 2 1 0 0] 38

2 1 0 1 2 0 1 0]12

1 1 20 -1 0 0 1| 4

4 4 1 2 3 0 0 0]24

1 2 11 2 1 0 038

2 1 0 1 2 0 1 012

1 1 20 -1 00 1] 4

T2 .

0 7 2 7 0 0 -4[8

0 1 3 1 3 1 0 -1]4

0 -1 4 1 4 0 1 2[4

1 1 20 -1 00 14

T4 .

0 0 0 00 -1 -1 -1] 0
1 4 3 2 4

01 0 7 0 7 -7 7|7
2 1 1 3 8

oo -1 71 37 37 —7|7
1 3 4 2 32

1o 1 7 0 -7 7 7|7

V tomto pfipadé neumime na prvni pohled
uhéddnout vychozi PBR. S timto se jiz ale
umime vyrovnat, pouzijeme tedy dvoufdzo-
vou metodu. Sestavime tabulku s umélymi
proménnymi a novymi cenami.

Jordanova eliminace v matici popsané tabul-
kou neni potfebn4, je vSak nutno vynulovat re-
lativni ceny bazickych proménnych (umeélych).
Tim ziskdame simplexovou tabulku 77

Nalezené teseni zfejmé neni optiméalni, tuéné
vyznaceny prvek je vedoucim prvkem pro
nasledujici Jordanovu eliminaci. Tento postup
budeme opakovat az do té doby, nez nalez-
neme optimalni feSeni této pomocné 1ilohy.
Nasledujici tabulky T5 ... T, ukazuji tyto jed-
notlivé kroky.

T32
o Z o 1+ 0 o0 -2 -11]1
o I o+ o0 1 -2 1L1l]1
o -+ -1 £ 10 1 -1]1
1 2 1 2 00 L+ 115

Relativni ceny vSech nebazickych proménnych
jsou nyni zdporné, mame tedy optimalni fe-
Seni pomocné tulohy a zaroven vychozi PBR
puvodni dlohy xq = [3—72,%,0,0, %]T. Pokud
by se v optimu vyskytla v bazi néjakd uméla
proménnd, znamenalo by to, ze puvodni 1loha
nema zadné PBR.

Ve druhé fazi pouzijeme toto PBR jako vychozi v puvodni tloze. Nejprve prohodime vhodné radky a

ziskame vychozi tabulku druhé faze Tj:



2 4 -1 -1 2] 0 Je tfeba vynulovat relativni ceny u bazickych
) . proménnych. Vysledek je uveden v nésledujici
10 1 = 0}= simplexové tabulce T7.
1 4
o 1 0 5 0| 3
2 8
0o 0 -1 = 1| 2
0 0 -1 3 ol Jiz. v této fazi feSeni piikladu si muZeme
’ 7 povsimnout podivné véci, kterou je nejed-
1 0 1 I o= noznacnost pfi pouziti pravidla 2. Pro 2. a
7 7 3. fddek ma vyraz - stejnou hodnotu. Po-
01 o L o 4 kracujme déle v feSeni, tedy opét Jordanovou
T 7 eliminaci, a ziskame tabulku T5:
2 8
0 0 -1 = 1] 2
0 -3 -1 0 0]12 Nalezli jsme optimalni feseni, nebot relativni
1 -1 1 0 0] 4 ceny nebazickych proménnych jsou zdporné.
0 7 0 1 0] 4 Resen je x = [4,0,0,4,0]7. Z hlediska pouziti
0 -2 -1 0 1] 0 dvoufdzové metody je ptriklad hotov.

Je vsak podivné, zZe nalezené feSeni, ac je ptipustné i bazické, ma jen dvé nenulové slozky. To je dusledkem
toho, ze v puvodni soustavé je vektor pravych stran linedrni kombinaci méné nez m sloupcu matice
podminek (konkrétné zde plati 4a; + 4ay = b). Cislo m nam pfitom udava pocet linedrné nezavislych
podminek. Takové tloha se nazyva degenerovand. Uvedend situace se v ulohach ,z praxe“ vyskytuje
pomérné ziidka, ale pokud nastane, mohou byt problémy s konecnosti simplexového algoritmu.

2.4 Degenerované ilohy a zacykleni

Definice 2.3. Pripustné bazické reseni x se nazyva nedegenerované, pokud je kazda bazicka slozka
tohoto reSeni nenulova. V opac¢ném pripadé iikdme, ze PBR je degenerované.

Uloha LP se nazyva degenerovand, pokud ma aspoii jedno degenerované PBR, jinak se tato tloha
nazyva nedegenerovana.

Véta 2.3. Pro nedegenerované ilohy je zakladni simplexovy algoritmus konecny.

Dutkaz. Intuitivné - staci si uvédomit, ze u nedegenerovanych tloh jsou relativni ceny ostie vétsi nez
nula, takze celkova cena po kazdém provedeném itera¢nim kroku klesne. Pro koneény pocet proménnych
je tedy tato metoda konecna. O

Poznémka. Uloha poznat, zda dan4 tloha je degenerovand, je NP-tézka.
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Piiklad. Meéjme danu nésledujici tlohu.

min 51}1 — 41‘2 — 7.%‘3 — 2334
T1 4 3rs +3x3 — 224 <1
—I1 +31’3*l’4 SQ

201 +4xo + 223 — 224 <0

Diky pomocnym proménnym, které je nutno zavést pii pfevodu tlohy v kanonickém tvaru na tlohu
ve standardnim tvaru, mame vychozi PBR a to i s nulovymi cenami bazickych proménnych. Tabulku
zapiSeme do nasledujici podoby:

5 4 7 2 0 0 010 Ve vektoru pravych stran se objevila nula.
1 3 3 2 1 0 0]1 Jedné se tedy o degenerovanou tlohu. Neni
-1 0 3 -1 0 1 012 to optimalni feseni, podle pravidla 2 jsme vy-
2 4 2 2 0 0 110 brali za vedouci prvek nasledujici Jordanovy
eliminace tucné vyznaceny prvek.
22 20 7 7
-5 3 0 F —35 0 0]—3
Ziskali jsme FeSeni, které nen{ pfipustné, nebot
jedna jeho slozka je zaporna. Kde je chyba?
11 -2 L 0 o0 4
3 3 3 3
2 -3 0 1 -1 1 0 1
4 2 2 2
3 20 -3 -3 0 1]-3

Problém je v tom, ze Pravidlo 2 (pro vybér fadku — tj. pravidlo ,vyber fadek, v némz je vyraz =

miniméln{ kladny*) plati v této podobé pouze pro nedegenerované tilohy. Obecné pravidlo 2 znf takto.

PRAVIDLO 2°’. Vedouci radek nasledné Jordanovy eliminace je ten, pro néjz se nabyva minimum
min{;ﬁ | dis > 0}.

Pro nedegenerované ulohy je x; > 0 vzdy, vysledek je tedy stejny. V tabulce 1 je tedy tieba vzit jako
vedouci posledni fddek. Jordanovou eliminaci pak ziskdme tabulku T5:

Ziskali jsme feseni, které je piipustné. Srovna-

-12 -10 0 9 0 O —% 0 nim s predchozim PBR zjistime, Ze je stejné,

dokonce je i stejnd cena. Nejednd se vSak o

optimum, existuji kladné relativni ceny nék-

2 30 1 1 0 =311 terych nebazickych proménnych. Pravidlo 2

nam rovnéz ukaze nejednoznacnost pii vybéru

4 6 0 2 0 1 —% 2 proménné, kterou z baze vyjmeme, jedna se o

prvni a druhy fadek. Tucné vyznaceny prvek

1 2 1 -1 0 0 % 0 je vedoucim prvkem nésledné Jordanovy eli-
minace. Tim ziskdme tabulku T3:
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6 17 0 0 9 0 1019 Ziskali jsme nové PBR, které opét neni op-
timalni. Problém je, kterou bazickou promén-

92 3 0 1 1 0 =311 nou z baze vyjmout. S timto jsme se jiz setkali,
2 a tedy vime, ze takova tiloha nemé omezenou
0O 0 0 0 -2 1 3| o cenovou funkei, tudiz nemé optimalni feSeni.

Pozndmka. Dulezitym poznatkem je skute¢nost, ze v degenerovanych tlohdach neni zaruceno, Ze se
v kazdé iteraci cena Teseni snizi, a tedy neni zarucena konecnost simplexového algoritmu.

Priiklad. V piikladech se nam jiz stalo, ze jsme mohli pfidat do béaze vice nez jedinou proménnou;
tuto nejednoznacnost jsme fesili pfiddnim té proménné, kterd ma nejvyssi relativni cenu (protoze tim
cenové funkce klesne nejvyraznéji). Nejednoznacnost v pravidle 2, (tj. kterou proménnou méme z béze
odstranit), je mozno obejit dohodou, podle niz vezmeme jako vedouci fddek ndsledné eliminace ten, ktery
je v matici nejvyse z téch, které pripadaji v ivahu.

S touto dohodou si ukdzeme piiklad degenerované ulohy, kterd se zacykluje (piiklad je prevzat
z knihy [12]).

0 00
-2 -9 1 9 1 010
2 0 110

0 0 2 3 -1 -12]0
1 0 -2 9 I 9]0
0 1 1/3 1 -1/3 210
0 3 1 0 0 60
1 9 1 0 -2 9]0
0 1 1/3 1 -1/3 2|0

1 12 0 0 2 3]0
1 9 1 0 -2 9]0
1/3 2 0 1 1/3 10

0 6 0 3 1 0]0
2 9 1 9 1 0]0
/3 -2 0 1 1/3 10

2 3 -1 -12 0 0]0
2 9 1 9 1 00
1/3 1 -1/3 2 0 10

Vidime, ze po Sesti iteracich jsme se vratili k puvodni tabulce. Pohybujeme se tedy v cyklu délky 6.

Sestrojeni podobnych piikladi neni vibec snadné. Obecné je napiiklad dokézéno, ze 6 je nejmensi
mozné délka cyklu pfi cykleni simplexového algoritmu.

Pro feseni degenerovanych tloh bylo vyvinuto nékolik metod, znamych jako anticyklické metody.
Uvedeme si nékolik piikladi.
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1. Nejjednodussi je tzv. perturbacni metoda. Jeji myslenka je velmi jednoducha: malou zménou para-
metru tlohy dosdhneme toho, Ze pravé strana soustavy prestane byt linedrni kombinaci méné nez
m sloupci matice A, tj. iloha piestane byt degenerovand.

2. Lexikografickd metoda spo¢iva v tom, Ze sloupec proménné, kterou pfidavame do baze, se vybere
podle nejvyssi relativni ceny, a v pripadé nejednoznacnosti volby fadku hleddme nejmensi k, pro
které v nékterych fddcich 4, j plati £i& # ZJ—'_’“, a volime ten fadek, v némz je tento podil nejmensi.

3. Metoda nejmensich indexi je zalozena na tom, ze sloupce i fadky vybirdme s co nejmensimi indexy,

tedy co nejblize levému hornimu rohu.

Pro vSechny tyto metody existuji véty, které tikaji, ze s pouzitim téchto specialnich strategii vybéru
vedouciho sloupce a fadku se simplexovy algoritmus nezacyXkli.

Priklad. Na zavér tohoto odstavce si uvedeme piiklad degenerované ulohy, pii jejimz feSeni problémy
nenastanou. Méjme danu tulohu popsanou néasledujici tabulkou Tj:

2 -1 -1 -1 -1]0
1 1 3 3 1[4
12 3 0 2|2
1 -1 -1 1 1/0
0 0 3 4 0]6
1 01 2 0]2
01 2 1 0]2
00 0 0 1]0
2 0 1 0
2 003 1
-+ 1 2 0
0 0 0 0
4
-3 50003
2 L0102
5 51003
0 0 0 0 1]0

Vychozi PBR nalezneme napt. pitimo Jordano-
vou eliminaci, jiz nahradime 1. fazi dvoufazové
metody. Po nédsledném vynulovani relativnich
cen vSech bazickych proménnych ziskdme sim-
plexovou tabulku T

Méme PBR x = [2,2,0,0,0]7. Nejedna se
o optimalni PBR, vedouci prvek pro dalsi
Jordanovu eliminaci je opét vyznacen tucné.
Ziskame tak simplexovou tabulku T5:

Ani v tomto piipadé neni vypoctené PBR op-
timalni. Opét provedeme Jordanovu eliminaci
a ziskame tabulku T3 ve tvaru

Toto fedenf optimalni je. Jeho cena je rovna 2,

vysledné Fesent je ve tvaru x = [0,0, 2, 2,0]%.

2.5 Vypocetni slozitost simplexového algoritmu a tlohy linearniho progra-

movani

Simplexovy algoritmus je v praxi velmi ¢asto pouzivan a v tlohach ,ze zivota* davéa velmi dobré vysledky.
Numerické experimenty ukazuji, Ze na fesen{ lohy LP s m omezujicimi podminkami (tj. s m Ffadky ma-



tice A) zpravidla v priuméru staci m simplexovych iteraci. Simplexovy algoritmus byvéa proto praktickymi
uzivateli povazovan za velice rychly. Presto se ale nedafilo dokazat jeho polynomialitu.

V r. 1972 se ptekvapivé podafilo ukdzat, Ze pro specidlné zkonstruované ,patologické“ lohy muze
pocet iteraci zdkladni verze algoritmu rust exponencidlné s rozmérem tilohy. Simplexovy algoritmus se tedy
v nejhorsim piipadé chova exponencidlné. Simplexovy algoritmus mé vSak mnoho verzi, danych ruznymi
strategiemi vybéru vedouciho sloupce a fadku v pripadech, kdy tato volba neni jednozna¢na. Postupné se
podafilo sestrojit podobné priklady pro dalsi znamé verze simplexového algoritmu. V soucasné dobé jsou
pro vSechny znamé verze simplexového algoritmu sestrojeny piiklady, ukazujici, ze v nejhorsim ptipadé
se chovaji exponecialné, ale neni zndmo, zda pro simplexovy algoritmus existuje jeho polynomidlni verze.
7 tohoto hlediska je simplexovy algoritmus vyjimkou mezi nepolynomialnimi algoritmy — ackoliv jeho
chovéani je v nejhorsim piipadé exponencidlni, ,,v pruméru® je algoritmus velice rychly.

Otéazku polynomiality tlohy LP zodpovédeél kladné v r. 1979 L.G. Chacijan, ktery publikoval tzv. elip-
soidovy algoritmus. Tento algoritmus je sice v pruméru podstatné pomalejsi nez simplexovy, ale podstatné
je, ze i v nejhorsim pifpadé je pocet iteraci polynomialni funkci rozmeéru tlohy !. Elipsoidovy algorit-
mus tedy teoreticky dokazuje polynomialitu ilohy LP. Pro praktické pouziti vSak zustava simplexovy
algoritmus naddle vyhodnéjsi.

3 Dualita dloh linearniho programovani

3.1 Primarni a dudlni dloha linearniho programovani
Uvazujme tlohu LP v kanonickém tvaru, tedy tlohu

mincTx

Ax>Db (1)

Tuto (vychozi) ilohu budeme nazyvat primdrnd dlohou linedrniho programovani (t6z se nekdy tika primd
tloha).

Zkusme nyni upravovat podminku Ax > b. O matici A vime, Ze je typu m/n, vektor b ma m
slozek. Vezmeme-li nyni néjaky vektor y € R s nezdpornymi slozkami a vynidsobme jim zleva uvedenou
nerovnost, bude platit

y"b < y"(Ax).
O operaci nasobeni matic vime, ze je asociativni, plati tedy déle
yI'b <yT(Ax) =yTAx = (ATy)x.

Tato nerovnost musi platit pro libovolny vektor y € R™ s nezdpornymi slozkami. Kdybychom nasli y
takovy, pro ktery by byla splnéna podminka

ATy <c,
meéli bychom celkem

by =y"b <y"(Ax) =y"Ax = (ATy)Tx < c'x.
Specidlné tedy plati

b’y =y’b < c'x.

To znamend, 7e vyraz na levé strané je dolnim odhadem cenové funkce ¢’x (kterou minimalizujeme).
Vsimnéme si dale toho, ze nerovnost je splnéna pro libovolnou levou stranu. N&as pochopitelné zajima

1 Pfesnéji: je polynomiélni funkci rozméru vstupnich dat pii jejich bindrnim kédovéni. Otédzka existence polynomialniho
algoritmu pfi aritmetickém kédovani vstupnich dat zistdva oteviena.
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nejlepsf dolni odhad cenové funkce, a ten je roven maximalni hodnoté vyrazu b?y na levé strané. Nejleps
dolni odhad tedy dostaneme nalezenim nasledujictho maxima:

max by
ATy <c (2)
Y 20

To je opét tloha linedrniho programovani; nazyva se dudlni dloha k puvodni (primérn{) uloze (1).

Lze snadno ukdzat, ze dudlni uloha k dudlni dloze (2) je puvodni tloha (1). Postupovali bychom
stejnym postupem, pouze by se obratily nerovnosti a misto nejvyssiho dolniho odhadu bychom hledali

cvvs

Primdrni dloha (1) Dudlni iloha (2)
min cTx maxbTy
Ax>Db ATy <c
x; 20 yi =0

3.2 Veéty o dualité

Uvedené uvahy shrneme do nésledujici véty, nazyvané slabd véta o dualité. Jeji dukaz byl vlastné jiz
ukdzan postupem, jimz jsme z primarni tlohy odvodili ilohu dudlni.

Véta 3.1. (Slaba véta o dualité) Pro kazdé pripustné feseni x primdrnf tlohy (1) a pro kazdé
feseni y dudlni tilohy (2) plati bTy < c¢T'x.

Ozna¢me X (resp. Y) mnozinu vSech pfipustnych feSeni primdrni (resp. duélni) ulohy, tj.

X={x|Ax>b,z; >0},
Y={ylATy<c,y>0}.

Ze slabé véty o dualité nyni dostaneme nésledujici dusledky.

Dusledek 3.1. Plati-li pro xg € X ayg € Y rovnost
bTyO = CTX()u

pak jsou vektory xg a yo optimdlnimi reSenimi tiloh (1) a (2).
Disledek 3.2. Je-li X # () a je-li cenova funkce ¢'x zdola neomezend na X, pak je Y = 0.

Dusledek 3.3. Je-li mnozina Y # () a je-li funkce b”'y shora neomezend na Y, pak je X = ().

Z prvniho dusledku plyne, Ze rovnost b’y = ¢”x je postacujici podminkou pro optimalitu. Otdzkou
v8ak zustava, zda-li je tato podminka nutna. D4 se dokazat, ze ano.

Véta 3.2. (Silna véta o dualité) Vektory x € X ay € Y jsou optimalni, prdavé kdyz plati rovnost
bly = cTx.

Dikaz. Je pomérné narocny, proto jej nebudeme uvadét. 0O

Dusledek 3.4. Maji-li obé ulohy alespon jedno pripustné reseni, pak obé ulohy maji optimalni reSeni

Xq, resp. yo a plati pro né rovnost b’y = c¢’'xq.

40



Nyni si ukdzeme dvojice dudlnich tloh v nékterych jinych ptipadech.

1. Dualni iloha k primérni dloze ve standardnim tvaru. Vyjdeme z priméarni dlohy

mincTx

Ax=Db

Postupujme obdobné jako v pripadé ulohy v kanonickém tvaru, tj. vztah Ax = b ndsobime vektorem y
a upravujme. Plati

Ax=b = y"Ax=y"b=>b"y.

Zde je ale vyznamny rozdil oproti 1loze v kanonickém tvaru. Tam jsme museli predpokladat, ze y je
(libovolny) vektor s nezdpornymi slozkami (jinak by se ndm mohlo zménit znaménko nerovnosti v opacné).
Zde ale mame rovnost, a tedy y muze byt libovolny vektor z R™.

Mame tedy vztah
bly = yTAx = (ATy)Tx.
Pokud bude platit ATy < ¢, bude dale (s vyuzitim nezdpornosti vech slozek vektoru x)
by = y"Ax = (ATy)Tx < cTx,

¢fmz jsme opét ziskali vztah b”y < ¢T'x. Zapisme tedy obé lohy - primérn{ i dudlni, kde priméarn{ ilohou
je uloha ve standardnim tvaru.

Primarni vloha Dudlni uloha
min c’'x max b’y
Ax=D ATy <c

2. Podobné bychom nalezli i dudlni dlohu k primarn{ iloze ve standardnim tvaru, ale s maximalizaci ceny:

maxc’x
Ax=D
Analogicky jako v minulém piipadé se odvodi, ze dudlni dloha mé v tomto piipadé tvar
minbTy
ATy >c
y eR™

Priklad. Ukazme si na piikladu tlohy o dieté tvar a praktickou interpretaci dualni tlohy.
Pfipomenme si nejprve tlohu o dieté. Resili jsme tilohu

mincTx

Ax>Db
Zq Z 07
kde ¢; byly jednotkové ceny jednotlivych potravin, a;; obsah i-tého vitaminu v jednotce j-té potraviny,

b; minimalni pozadované mnozstvi j-tého vitaminu ve smési. Jak bylo uvedeno, dudlni iloha k této 1loze
maé tvar

maxbTy
ATy <c
y; = 0.
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Tato dudlni tiloha ma velmi pfimou praktickou interpretaci. Vyrobce chce dat na trh tablety se synte-
tickymi vitaminy a nahradit jimi redlnou stravu, pficemz hledd maximalni ceny, pfi nichz je schopen
konkurovat realné stravé. Zde y; je hledand cena jednotky i-tého syntetického vitaminu, vyraz bTy je
celkové cena, kterou vyrobce obrzi, kdyz pokryje poptévku, a nerovnost ATy < ¢ garantuje konkurence-
schopnost, protoze 7ikd, ze dodavané vitaminy nesmi byt drazsi nez vitaminy v redlné stravé. Podle této
interpretace se dudlnim proménnym v ekonomickych aplikacich #ika stinové ceny.

3.3 Dobré charakteristiky

V tomto odstavci si v ponékud jiném svétle ukdzeme vyznam duality loh LP. Nejprve ale zatnéme
prohloubenim poznatku z poslednich dvou kapitol predmétu TGD1.

Zname pojem jazyka tridy NP. Jazyk J patii do tfidy NP, jestlize existuje nedeterministicky piijimaci
pocitac, ktery pracuje v polynomidlné omezeném case a prijima jazyk J. Pojem abstraktniho pocitace
je zde modelem algoritmu pro feSeni konkrétniho problému — na ponékud intuitivngj$i urovni lze fici,
ze rozhodovaci problém nalezi do tiidy NP, jestlize pro néj existuje algoritmus, ktery umi ,uhodnout*
(nedeterministi¢nost) Feseni, pricemz:

- moznost volby ,uhodnutych® (nedeterministicky zvolenych) kroku ezistuje, pravé kdyZ odpoveéd
na otazku je kladn4,
- kazdy konkrétni vypocet probéhne v polynomidlné omezeném case.

Definice 3.1. Trida co-NP je tiida vSech jazyku, jejichz doplnék nalezi do tiidy NP.

Zhruba Feéeno: problém je tiidy co-NP, pravé kdyz odpovéd na opaénou otdzku nalezi do tiidy NP. Tedy
zcela samoziejmé do tiidy co-NP naptiklad néalezi problém:

HAM
Vstup: neorientovany graf G na n uzlech
Ukol: zjistit, zda G je nehamiltonovsky.

Analogicky lze ovsem naformulovat negace vech zndmych tloh z tiidy NP, a tyto (nékdy jazykovée
dost kostrbaté) problémy budou ze t¥idy co-NP. Existujf ale i problémy, jejichz ptislusnost do tiidy co-NP
je prirozend. Uvedeme dva piiklady.

1. Prvociselnost. Otazka, zda dané ¢islo je prvocislem, nalezi do co-NP, protoze k negativni odpovédi
postaéi napsat nase éislo jako souéin dvou éisel. 2

2. Tuhost grafu. Rekneme, ze neorientovany graf G je tuhy, jestlize pro kazdou mnozinu uzla S C
U(G) je pocet komponent grafu G — S nejvyse roven poctu prvki mnoziny S. Pojem tuhosti
grafu je dulezity v teorii hamiltonovskych grafi, protoze tuhost grafu je nutnou podminkou jeho
hamiltonovskosti (kazdy hamiltonovsky graf je tuhy).

Problém rozhodnout, zda dany graf G je tuhy, néalezi do co-NP, protoze k rozhodnuti, ze G nent
tuhy staci ukdzat mnozinu S C U(G), pro niz mé graf G — S vice nez |S| komponent.

Definice 3.2. Rekneme, Ze jazyk J je dobie charakterizovany, jestlize J € NP N co-NP. Véta, kterd
pro dany jazyk J dokazuje jeho piislusnost do tfidy NP N co-NP, se nazyva dobra charakteristika.

V této podobé definice vypadd ponékud odtazité. Pojem dobré charakteristiky zavedl J. Edmonds
jako popis toho, co intuitivné chapeme jako ,,dobré pochopeni“ ¢i ,,dobré porozuméni“ daného problému.
Ukazme si vyznam a smysl dobrych charakteristik na dvou piikladech.

2Problém prvoéiselnosti nalezi i do NP, ale ditkaz tohoto faktu je znaéné netrividlni. Poznamenejme jesté, ze v roce 2002
byl pro testovani prvociselnosti nalezen polynomidlni algoritmus.
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Piiklad. 1. Mengerova véta.

- Jestlize graf G je k-souvisly mezi uzly u a v, muzeme toto (pfi trose Stésti) dokdzat pozitivnim
argumentem — nalezneme k uzlové disjunktnich cest, vedoucich z uw do v. (Tedy otdzka ,Je G
k-souvisly?“ je v NP).

- Jestlize graf G neni k-souvisly mezi v a v, muzeme toto dokdzat také pozitivnim argumentem:
(pii trose §tésti) nalezneme uzlovy fez, oddélujici u a v, majici méné nez k prvku. (Tedy otdzka
Je G k-souvisly?“ je v co-NP).

Mengerova véta tedy je dobra charakteristika.

2. Hamiltonovskost grafu.
- Jestlize G je hamiltonovsky, muzeme to (pii troSe Stésti) dokdzat tak, ze v G najdeme hamilto-
novskou kruznici. Tedy otazka ,Je G hamiltonovsky?“ je v NP.
- Jestlize ale G hamiltonovsky neni, jsme v koncich, protoze nevime, co hledat, abychom dokazali
neezistenci hamiltonovské kruznice. Schazi nam véta, dokazujici piislusnost k co-NP.
Dobré charakteristika neni zndma, jazyk HAM tedy neni (dosud) dobfe charakterizovany.

Témér samoziejmé je nasledujici tvrzeni.

Véta 3.3.
P C (NPN co-NP)

Historie ukazuje, ze velmi casto je nalezeni dobré charakteristiky pro dany problém zaroven zasadnim
krokem k nalezeni polynomidlniho algoritmu. Zde je i hlavni vyznam véty o dualité linedrniho progra-
movdni, protoze dava dobrou charakteristiku tlohy LP. Uvazujme nasledujici rozhodovaci problém:

LP
Vstup: dloha LP ve standardnim tvaru a jeji PBR x.
Ukol: zjistit, zda x( je optiméalni.

Jestlize dané PBR nen{ optimdlni, pak se o tom ,snadno“ (ve smyslu NP) piesvéd¢ime nalezenim
lepsiho teSeni; dokazat optimalitu daného feseni piimo by ale znamenalo ukézat, ze vSechna ostatni
piipustna feseni jsou horsi.

S vyuzitim duality muze rozhodovani vypadat takto.

- Jestlize xo nenf optimdlni, dokdzeme to (pozitiviim argumentem) nalezenim jiného PBR s mens{
cenou.
- Jestlize xg je optimélni, dokdzeme to téz pozitivnhim argumentem, a sice nalezenim piipustného
feseni yy dudlni lohy takového, ze cTxo = bTyy.
Uloha LP, zformulovand jako rozhodovaci iloha, je tedy v NP N co-NP.

Pro dlohu optimdalniho toku je dobrou charakteristikou véta o potencidlech, tj. Véta 1.3. Abychom se
o tom presvédcili, uvazujeme takto.
OPT-FLOW
Vstup: sit G a v nf tok ;5.
Ukol: zjistit, zda x;; je optimalni.
S vyuzitim Véty 1.3 vypadd rozhodovani takto.
- Jestlize ;; neni optimdlni, najdeme jiny tok s mensi cenou.
- Jestlize z;; je optimalni, dokdZzeme to nalezenim potenciali.

Véta 1.3 tedy dokazuje piislusnost tdlohy do NP N co-NP.

Poznamenejme jesté, ze Véta 1.1 (o ZRP) sama o sobé dobrou charakteristikou neni, protoze v ptipadé
optimality toku svazuje neexistenci lepsiho toku s neexistenci ZRP. Jeji praktickou pouzitelnost zajistuje
az Floyduv algoritmus, diky némuz umime v polynomialnim case dokdzat i neexistenci ZRP.
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Podle Véty 3.3 vime, ze P C (NPNco-NP). Otédzka, zda zde plati rovnost, je dalsim velkym otevienym
problémem v teorii vypocetni slozitosti. Pfed nalezenim Chacijanova algoritmu byla tloha LP jednim
z moznych ,kandiddta na protipiiklad“, protoze byla dobie charakterizovana, ale nebyl pro ni znam
polynomialni algoritmus. Dalsim podobnym kandiddtem byl problém prvociselnosti, ale jak uz jsme uvedli,
v roce 2002 byl pro tento problém nalezen polynomidlni algoritmus.

4 Celociselné linearni programovani

4.1 Formulace tlohy

Piiklad. Uvazujme tdlohu nalezeni optimélniho toku v siti na nasledujicim obrazku. Uzlové ohodnoceni
odpovida intenzité uzli, hranové ohodnoceni ve tvaru z;(¢;, r;) znamend tok hranou, cenu a propustnost.
Cisla v krouzcich jsou poradové ¢isla uzlu.

ag = -3

zi5(Cijs ij)

T1 (2, 7)

a; = 10
O 74(1,5)

Zo (4, 15)

a4:5

az = —12

Ulohu lze ziejmé prevést na nasledujici tlohu LP:
min 2z + 4xo + 3 + 224 + x5

za podminek

r1 a9 = 10
—x1 +x3 —x4 = -3
—X2 —X3 —X5 = —12

ry x5 = 5

X1 S 7
i) S 15

I3 S 5

T4 S 4

Is S 3

2;>0, i=1...5

Jsou-li hodnoty r;; a a; celo¢iselné (napf. kusy vyrobku), pak by mél byt celoéiselny i optimélni tok.

Priklad. Méjme ddn ohodnoceny graf (libovolny) s alesponi dvéma uzly a méjme tikol nalézt v ném
minimdln{ cestu z uzlu v do uzlu v (u,v € U(é)) Definujme intenzity a, = 1, a, = —1 a a;, = 0 pro
v8echny ostatni uzly z, ceny hran budou rovny zadanému hranovému ohodnoceni a propustnosti hran
budou rovny jedné. Najdeme-li v této siti celo¢iselny optimalni tok, pak hrany s tokem 1 urcuji minimalni
cestu z u do v. Poznamenejme, ze v predchozim piikladu byla celo¢iselnost hledaného feseni vhodné, zde

je vsak nezbytna.
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Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze podminka celo¢iselnosti hledaného feseni neznamend zadné
zasadni omezeni — vyfesime dlohu v redlném oboru, a nalezené feseni vhodné zaokrouhlime. Nasledujici
priklad ukazuje, ze podobné postupy nemaji nadéji na tspéch.

Priiklad. Me¢jme danu nésledujici tlohu LP v kanonickém tvaru.
min z —y
20z — 12y > 5
—4dx + 2y > -3
r =05y 20;
x,y celociselné

Resme pifslusnou tlohu LP v redlném oboru graficky.

Y

feSeni realné tlohy LP.

20

Redlnd tdloha LP mé feSeni x = 3,25, y = 5, ale jediné celociselné feSeni dané tlohy je z =y = 1, coz
ziejmé neziskame zaokrouhlenim optima realné tlohy LP.

Je ziejmé, ze podobné by §lo sestrojit priklad dlohy CLP, jejiz optimum je libovolné daleko od optima
prislusné realné tdlohy. Z tohoto piikladu vidime, ze hledani celo¢iselného teseni tilohy LP je samostatny
problém.

Definice 4.1. Ulohou celoéiselného linedrniho programovéni (CLP) rozumime ilohu

min ¢I'x

Ax=Db
x; celoc¢iselné,

kde c € R™, A je celociselnd matice typu m/n ab € Z™ je celociselny vektor.

Poznamka. 1. Je ziejmé, ze o prvcich matice A a vektoru b staéi predpokladat, ze jsou raciondlni,
a vzniklé tlohy jsou ekvivalentni (vyndsobime rovnice spoleénym jmenovatelem). Naproti tomu ceny
predpokladdame redlné. Predpoklady celo¢iselnosti prvku matice A a vektoru b budeme pozadovat vzdy
po zbytek této kapitoly.

2. Piedchozi definice dava tlohu CLP ve standardnim tvaru. Opét plati, ze tlohu lze formulovat
obecné i kanonicky a formulace jsou ekvivalentni.
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4.2 Vypocetni slozitost tlohy celociselného linearniho programovani

Jak jiz vime z kapitoly 2.5, tloha LP v redlném oboru je Fesitelnd v polynomidlnim ¢ase (Chacijanovym
algoritmem). Uvidime, ze pozadavkem celociselnosti se situace zdsadné méni.

Predevsim, ptame-li se, zda CLP patii do tiidy NP, je tieba formulovat tilohu CLP jako rozhodovaci
problém. Prevedeme tedy tlohu CLP na tvar CLP’:

CLP’
Vstup: matice A, vektory b, c a ¢islo L.
Ukol: zjistit, zda existuje vektor x takovy, ze
cIx <L
Ax=Db
x; > 0; x; celociselné.

CLP’ je jiz rozhodovaci problém a otdzka, zda pati{ do tiidy NP, m4 smysl. Problémem muze byt to,
ze slozky vektoru x by teoreticky mohly byt libovolné velké. Proto tlohu jesté jednou preformulujeme —
varianta CLP” je obdobnd jako dloha CLP’, ale s omezenymi proménnymi.

CLP”
Vstup: matice A, vektory b, c, ¢isla L a K.
Ukol: zjistit, zda existuje vektor x takovy, ze
c'x <L
Ax=D
x; > 0; x; < K; x; celociselné.

Plati nasledujici véta.

Véta 4.1. Uloha CLP" je NP-tiplna.

Diukaz. 1. Ovérime, ze CLP” € NP:
a) nedeterministicky generujeme celo¢iselny vektor x,
b) ovérime, zda x je pripustné Fesend,
c¢) pokud ano, ovéiime, zda ¢’x < L.
(Pozndmka: bez omezeni z; < K by v b) a ¢) byly problémy s polynomialitou).

2. Uplnost CLP” dokézeme pievodem SAT < CLP”. Myslenku tohoto prevodu si ukéZeme na
piikladu. Méjme danu nasledujici logickou formuli:

f(.’El,CL'Q,[L'g) = (1’1 VxoV £C3) AN ((El \Y i’g) AN (fl vV .’Eg) AN (i’l V Zo V i’g) .

Je ziejmé, ze formule f je splnitelnd, pravé kdyz existuji hodnoty proménnych z1,xs,zs, vyhovujici
nerovnostem:

T1+x2+w3 > 1

1+ (1—z2)>1

(I—m1)+x3>1

(1—3}1)+(1—.T2)+(1—.133) >1

x1,x9,x3 € {0,1}

To v8ak jesté neni tloha CLP - nemame zddnou cenovou funkci ani optimalizaci. To se v8ak snadno da
obejit nasledujicim trikem. Zavedeme novou proménnou y, napt. prvni nerovnost nahradime nerovnosti

T1+T2+232>Y
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a maximalizujeme hodnotu proménné y. Pokud je ymqz > 1, jsme hotovi, formule je splnitelnd. Hledanou
tlohu CLP”, kterd vznikla z nasi dlohy SAT, lze zapsat takto:

maxy
Tq +x2+9:37y20
z1+(1—29)>1
(I1—z)+az3>1
(1—$1)+(1—$2)+(1—l’3) > 1
x1,T2,x3 € {0,1}
Ziejmé plati, Ze f je splnitelnd, praveé kdyz tiloha CLP” m4& optimdln{ feSeni splitujici podminku 4,4, > 1.
O

Poznamka. Uloha CLP” je zfejmé specialni ptipad ulohy CLP. Uloha CLP je tedy alespon tak tézka,
jako NP-tipln4 tloha CLP”, ale nevime, zda je € NP. Takov4 tloha se nazyvd NP-tézka.

Disledek 4.1. Uloha CLP je NP-té7k4.
Lze dokazat i platnost nédsledujici véty, dukaz ovsem neni lehky, lze jej nalézt napt. v [10].
Véta 4.2, Uloha CLP' je NP-tipln4.

Skutecnost, ze tiloha CLP’ je NP-tézkd, znamen4, zZe na ni lze prevést viechny ostatn{ NP-tiplné tlohy.
Jeden takovy prevod si ukdzeme v nésledujicim ptikladu.

Priklad. Formulace ulohy obchodniho cestujictho jako ulohy CLP.

Megjme ohodnoceny orlentovany graf G. Uzly grafu G oznacime ¢isly 0. .. n; ohodnoceni hrany (i, 5)
oznacime c¢;;. Pokud (¢,7) ¢ H(G 7), polozime hodnotu ¢i; rovnou né&jakému velkému ¢islu, a déle polozime
ci; =0,7=1,...,n. Matice [¢;;] obecné nemusi byt symetricka. Hleddme cyklus c , ktery prochézi vsemi
uzly a minimalizuje vyraz ) ¢;;.

1, jestlize (i,5) € H(C),
¢

P 1 ~ N —
olozme x;; { 0, jestlize (i,7) ¢ H(C).

Pro nasi dlohu obchodniho cestujictho muzeme nyni zformulovat nésledujici ilohu CLP.
n
min Z CijTsj
i,5=0

za podminek

X%injzlprojzo...n, (a)
Zoxijzlproizl...n, (b)
j:

0 <@ <1Vi,j,
x5 celoCiselné.

Podminka (a) #ikd, ze do kazdého z uzla 1, ..., n vchézi pravé jedna hrana, a podobné podminka (b) fika,
ze 7 kazdého z uzlu 0, ...,n vychdzi pravé jedna hrana. Z obou podminek plyne, ze i do uzlu 0 vchazi
pravé jedna hrana.
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Zd4lo by se tedy, ze podminky (a) a (b) vyjadiuji pozadavek, aby hledany podgraf byl cyklem. Problém
je ale v tom, Ze piipustné feSeni nemus{ odpovidat souvislému grafu (a tedy muze vyjadiovat disjunktn{
sjednocent vice cykli). Jednu z moznych situaci ukazuje nésledujici obrézek.

Pokusime se o napravu — je tteba piidat dalsi podminku, kterd by z mnoziny piipustnych feSeni vyloucila
ta, jez odpovidaji nesouvislym grafum. Jedna mozna myslenka spociva v rozkladu mnoziny uzlu na dveé
neprazdné disjunktni mnoziny S,S (tj. SUS = U (é)) Souvislost grafu pak znamend, Ze pro kazdy
takovyto rozklad musf platit, ze z S vede do S alespoi jedna hrana. Tim dostaneme tuto podminku:
> mp=1 VSC{0,1,...,n}S#£0,5 #U(G).
i€S, jES

Takto ziskand tloha CLP jiz je ekvivalentni s puvodni tlohou obchodniho cestujiciho. Potiz je ale jinde
— moznych rozkladi (S, .S) mnoziny U(é) je 2*t1 — 2. To znamend, Ze rozmér ziskané tilohy CLP roste
exponencialné s rozmérem puvodni tlohy obchodniho cestujiciho, a tedy nas prevod neni polynomidini.
Musime tedy hledat lepsi podminku.

Zkusime nésledujici podminku.
U —uj+nry; <n—1prol<i#j<nu€Zi=1...n (c)
Zde u;, i = 1,...,n, jsou dalsfi celo¢iselné proménné (ale ne nutné nezdporné — pfiddnim podminky (c)
dostédvame tilohu CLP v obecném tvaru).
Ukézeme, ze podminka (¢) vylucuje kratsi cykly.
a) Existuji-li éisla u;, spliujici podminku (c), pak kazdy cyklus prochdz{ uzlem 0 — kdybychom méli
napf. pripad znazornény na predchozim obrazku, pak by na cyklu 4,5, 6 muselo platit
ug —us +6 <5
Us — Ug + 6 S 5
ug —ug +6 <5 = Uy —ug > 1

} = us = ug S =2 >SPOR.

b) Pro kazdy cyklus 6, ktery prochézi vsemi uzly, ¢isla existuji. Polozme uwyg = 0 a u; = t, jestlize
uzel i je t-ty v poradi na cyklu C. Ukdzeme, Ze podminka (c) je splnéna.
e Je-li z;; =0 (tj. hrana (¢, j) nenf hranou cyklu ('), pak musf platit u; — u; < n—1. To by
mohlo neplatit jen pro uw; = n, u; = 0, ale to by znamenalo, ze j = 0 a hrana (3,0) je v C,
coz je v predpokladu vylouceno.

o Je-li ;; =1, tj. hrana (4, ) je hranou cyklu C, pak musi platit
U —u; +n<n—1su —u; < -1,

ale z konstrukce ¢isel u; plyne, ze u; — u; = —1 s vyjimkou posledni hrany cyklu, tj. hrany
(n,0). Tento piipad se vSak v podmince (¢) neuvazuje; podminka (c) je tedy splnéna.

Poznamka. Vsimnéme si, ze podminek (c) je celkem n?. Rozmér ziskané dlohy CLP je tedy poly-
nomialni funkei rozmeéru grafu G.
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Poznamka. Povazujeme-li NP-tplnost tilohy obchodniho cestujiciho za dokézanou jiz diive, pak prevod
z predchoziho piikladu dava alternativni dukaz Dusledku 4.1.

4.3 Celociselné linearni programovani a totalné unimodularni matice

Definice 4.2. Rekneme, 7e matice A = [a;j] typu m/n je totédlné unimoduldrni, jestlize
a) ai; €{0,1,=1},i=1,...,n,5=1,....m,
b) determinant kazdé ¢tvercové podmatice matice A je roven 0,1 nebo —1.

Véta 4.3. Je-li A totalné unimodularni, pak pro kazdy celoc¢iselny vektor b je kazdé pripustné bazické
feseni celociselné.

Ditkaz. Nechf B = {4j1,..., A} je m-tice linedrné nezdvislych sloupci matice A a B je pifslusnd
reguldrni podmatice matice A. Bazické feSeni x (po vynechani nulovych slozek) spliiuje

1
_ -1y, A
x=B b_idetBB b,

ale B4 je celociselna, a je-li b celoéiselny a det B = +1, pak i x je celo¢iselny. a
Poznamka. Platii obriacené tvrzeni.

Daisledek 4.2. Je-li A totialné unimoduldrni, pak se optimalni feseni ilohy CLP shoduje s feSenim
prislusné realné ulohy LP.

Disledek 4.3.  Ulohu CLP s totalné unimoduldrni matici lze Fesit simplexovym algoritmem a vysledné
reseni je celoc¢iselné.

Dusledek 4.4. Uloha CLP s totdlné unimoduldrni matici je resitelnd v polynomialnim case.

Véta 4.4. Necht A je matice typu m/n takova, Ze
a) a;;j € {-1,0,1},i=1,...,m, j=1,...,n,
b) kazdy sloupec matice A obsahuje
- bud’to nejvyse jeden nenulovy prvek,
- nebo pravé dva nenulové prvky, a to +1 a —1.
Pak je matice A totalné unimoduldrni.

Ditkaz. Nechf B je étvercovd podmatice fadu k£ matice A. Indukei podle k dokdzeme, 7e detB ¢
{_17 07 1}

1. k = 1: pak evidentné det B € {—1,0, 1}, nebot je to jednoprvkové podmatice.

2. Necht véta plati pro viechny étvercové podmatice fadu mensiho nez k, necht B je matice fadu k.
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Jsou nasledujici tfi moznosti.
1. Jestlize B méa néktery sloupec nulovy, potom je ziejmé det B = 0.

2. Jestlize B méa v nékterém sloupci (napf. v i-tém) jediny nenulovy prvek a,; = £1, pak rozvo-
jem deteminantu matice B podle i-tého sloupce ziskdme det B = (—1)"*7q;; det B/, kde det B’ je
determinant matice B’, vzniklé z B vynechédnim i-tého Ffddku a j-tého sloupce. Determinant B’
je podle indukéniho pfedpokladu roven nékterému z ¢éisel —1,0,1, a protoze a;; € {—1,0,1}, je i
detB € {-1,0,1}.

3. Jestlize B m4 v kazdém sloupci pravé dva nenulové prvky, pak soucet vsech fadku je nulovy. Matice
B je tedy singularni, a proto det B = 0.
O

Véta 4.5. Inciden¢ni matice orientovaného grafu G je totalné unimodularni.

Dikaz. Incidenéni matice orientovaného grafu ma v kazdém sloupci pravé jeden prvek rovny +1 a praveé
jeden prvek rovny —1. Podle Véty 4.4 je tedy incidenéni matice libovolného prostého orientovaného grafu
totdlné unimodulérni. a

Nésledujici véta shrnuje zdkladni vlastnosti totdlné unimoduldrnich matic. Vétu uvddime bez dukazu
(indukci), ktery je ponechén ctenaii jako cviceni.

Véta 4.6.
(1) Je-li A totdlné unimoduldrni matice, pak matice [A|1], kde I je jednotkovd matice prislusného
radu, je také totalné unimodularni.
(ii) Je-li A totdlné unimoduldrni matice, pak matice AT je rovnéz totdlné unimoduldrnf.
A A,

(#91) Je-li blokovd matice A = [A1]Az] totdlné unimoduldrni, pak matice [ i o

] je také totalné

unimoduldrni.

Pi#iklad. Vratme se nyni k pifkladu na pievod tilohy nalezeni optimalniho toku na tilohu CLP z tivodu
této kapitoly. Hleddme optimalni tok v siti dle nasledujicitho obrazku.

(12:—3

zij(CijyTiz)

x1(2,7) 24(2,4)

a; = 10
(1) 23(1,5)

x2(4,15)

a4=5

az = —12

Ulohu jsme prevedli na nasledujici dlohu CLP:

min 2z + 4xs + 3 + 224 + x5
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za podminek

10
-3
—12

xr1 +xo
—X1 +.133 —X4
—I2 —I3 —Is
x4 +T5

Z1
ZT9 15
Zs3

T4

INININININ I
W i ot

Ts
z; >0, 1=1...5

V této soustavé je mozno ¢tvrtou rovnici vylouéit, nebot je linedrni kombinaci pfedchozich tiech. Po-
nechame tak jen prvni ti fadky inciden¢ni matice sité. Matice soustavy pak bude mit nasledujici tvar.

11 0 0 0
-1 0 1 -1 0 O

Tato matice ma hodnost m = 8 a podle vét 4.5 a 4.6 je totdlné unimodularni. Je ziejmé, ze dané
pozorovani plati obdobné pro kazdou ulohu CLP, kteréd vznikla prevodem tlohy na optimélni tok.

Zavér: Ulohu nalezen{ optimélniho toku v siti lze pfevést na tlohu CLP s totdlné unimodularni matici a
feSeni lze tedy nalézt simplexovym algoritmem, ktery pii celo¢iselnych hodnotach intenzit a propustnosti
da celociselny optimalni tok.

Poznambka.

1. Na CLP lze prevést i jiné tlohy, které vsak tuto vyhodu nemus{ mit (napf. i iloha obchodniho
cestujiciho a jiné).

2. Pro nékteré tiidy tloh na optimalni tok je pfevod na CLP vyhodny; pro jiné vSak vyhodnéji pracuji
specialni grafové algoritmy.

3. Uvazujme nésledujici otazku: je ddna matice A s prvky 0,1, —1; ikol je zjistit, zda A je totdlné
unimoduldrni. V r. 1980 P. Seymour dok&zal hlubokou strukturdlni charakteriza¢ni vétu, davajici
polynomidln{ test totdlni unimodularity (viz [1], odst. 6.5).

4.4 Enumerativni metody a metoda vétvi a mezi

V predchozim odstavci jsme vidéli, ze je-li matice soustavy totdlné unimodularni, feseni ilohy CLP se
vyrazné zjednodusuje. Otdzkou je, co délat, pokud matice soustavy totdlné unimoduldrni neni. Je jasné,
ze mame co do ¢inéni s NP-tézkou tlohou, a snadné feSeni neni zndmo. Pouzivané metody lze v podstaté
rozdélit do dvou skupin:

— enumerativni metody,

— metody se¢nych nadrovin.
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Enumerationi metody vyuzivaji toho, ze viech PR je konetné mnoho a lze se tedy (pii ,nepfrilis velkém*
rozméru tlohy) pokusit je probrat. Pfi probirce se zpravidla pokousime pocet probiranych PR redukovat
pouzitim technik typu metody vétvi a mezi (angl. ,branch and bound®). Podstata metody vétvi a mezi
spocivd v tom, Ze mnozina piipustnych feSenf se opakované vétvi na podmnoziny (vétve) a pro kazdou
z nich se vypocitdva hornd mez (pii tlohdch na minimalizaci doln{ mez) tcelové funkce. Zndme-li jiz
pripustné feseni s hodnotou ucelové funkce vyssi, nez je horni mez pro nékterou vétev, nemusime tuto
vétev dale probirat, protoze v ni optimum byt nemuze. Detailni strategie uziti metody je ovSem piipad
od pifpadu ruznd a zpravidla silné zavisi na konkrétni situaci (je tedy jedna metoda vétvi a mezi, ale
hodné algoritmi vétvi a mezi).

Metody seénych nadrovin jsou zalozeny na nasledujici myslence.
— Resfme tlohu v redlném oboru, tj. bez podminky celoéiselnosti.
— Je-li optimum celoé¢iselné, jsme hotovi.
— Neni-li optimum celo¢iselné, pfiddme novou podminku (,seénou nadrovinu®), kterd odsekne cast
PR, ale zachovd vSechna celo¢iselnd PR. Po jistém poctu kroku (,of{znuti“) bude feseni nové
tlohy LP v redlném oboru celo¢iselné.
Postupy tohoto typu jsou znamy jako Gomoryho algoritmy a budeme se jim blize vénovat v nasledujicim
odstavci.

Jako ptiklad pouziti metody vétvi a mezi uvedeme nasledujici dlohu.

Piiklad. Uloha o batohu.

Méme n pfedmétu a u kazdého z nich zname jeho hmotnost a; a uZiteénost ¢;, i = 1,...,n. Batoh
m4 nosnost b. Ukolem je vzit do batohu pfedméty maximalni celkové uzitecnosti a nepiekrocit pfitom
zname néklady a; a uziteénost ¢;, a nesmime piekrocit dany objem investi¢nich prostiedku b).

Formélné tilohu zapiseme takto: jsou dény vektory a = [ay,...,a,]|T € Z", ¢ = [c1,...,c,]T € R a
¢islo b € Z. Vyznam hledaného vektoru x = [xq,..., 2,7 € Z" je

- 0, jestlize ¢-ty predmét neni v batohu,
71 1, jestlize i-ty pfedmét je v batohu.

Odpovidajici dloha CLP pak je tvaru

max CTX

al’x<b
x; € {0, 1}

Je to tedy specidlni piipad tdlohy CLP, v némz
— slozky vektoru x mohou nabyvat pouze hodnot 0 a 1 (pro tento specidlni pfipad CLP byva
pouZivan termin bindrni programovdny),
— matice A ma jediny fadek.
Zpusob aplikace metody vétvi a mezi ukdzeme na konkrétnim piikladu. Pouzity postup se nazyva Kole-
saruv algoritmus.

predmét ¢. ¢ 1 2 3 4 5 6 7
hmotnost a; | 40 50 20 10 20 40 30
uziteénost ¢; | 40 60 10 9 3 20 60

Nosnost batohu je b = 100.

Pred vlastnim feSenim provedeme dva piipravné kroky.

1. Ovérend Tesitelnosti: ay = 10 < 100 = b (alespoil jeden predmét se do batohu vejde).

7
2. Ovérent netrividlnosti: >, a; = 210 > 100 = b (v8echny pfedméty se do batohu nevejdou).
i=1
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Zakladni myslenka Kolesarova algoritmu je zaloZena na tom, ze s vyuzitim skutec¢nosti, ze ¢; > 0 pro
c:

vechna i = 1,...,7, vytvoifme podily — (které lze interpretovat jako ,relativn{ uzite¢nosti jednotlivych
Q;

5 . < < w414 . . e e Ci <. o
piedmétil), pfedméty nové uspordddme podle velikosti téchto podilii, a hodnot podili — vyuZijeme pfi
Q;
vypoé¢tu hornich mezi jednotlivych vétvi.

Po precislovani predmétu dostanene:

nové ¢islo predmétu 4 1 2 3 4 5 6 7
staré ¢islo predmeétu 7 2 1 4 6 3 5
hmotnost a; 30 50 40 10 40 20 20
uzite¢nost c; 60 60 40 9 20 10 3
pomeér t% 2 1,2 1 09 05 05 0,15

Nyni postupné probirdme jednotlivé moznosti a pro kazdou z nich uré¢ime horni mez. Kazdé ptipustné
feSeni je popsdno binarnim vektorem délky 7, jehoz i-té slozka vyjadiuje, zda je i-ty pfedmét nalozen
v batohu (napiiklad vektor [1010000] znamend nalozeni piedmeéta 1 a 3). Znak x v i-té slozce znamend,
Ze o i-tém pfedmétu neni jesté rozhodnuto.

Postup probirani popisujeme rozhodovacim stromem. Znaceni uzlu:

[10X X X xX| popis Feseni (probirand moznost)
@ poradové ¢islo uzlu v rozhodovacim procesu
140 horni mez (pro celou vétev, kterd z uzlu j vychdzi)

1. Prvni uzel rozhodovaciho stromu bude mit vektor feSeni xxxxxxx. Urcéeni horni meze: nalozime-li
(v pofadi pomérti £) pfedméty 1 a 2, zbyva volnd kapacita batohu 20 — tu obsadime ,fiktivni pulkou®
predmétu 3. Naklad v batohu vypada takto:

nalozime 1 2 fikt.pulka 3 | >
hmotnost | 30 50 20 100
uzite¢nost | 60 60 20 140

Odhlédneme-li od nerealizovatelnosti takového feseni, je jisté, ze (diky uspoirddani podle

&) vice jiz do
a;
batohu nemiize jit nalozit, tj. Z4dné feseni nemiize mit hodnotu ¢”x vétsi nez 140. Horni mez je tedy

140, a mame prvni uzel rozhodovaciho stromu:

[ XXX XXX X]
140
2. Prvni vétveni.
[XXXXXXX]
140
[O><><<><@>< XéSXX]
109 140

Horni meze: u uzlu 3 je horni mez evidentné stejnd jako u uzlu 1, tj. 140; u uzlu 2 ji uréime takto.

nalozime 2 3 4| >
hmotnost | 50 40 10 | 100
uziteénost | 60 40 9 | 109
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3. Pro dalsi véetveni Kolesaruv algoritmus pouziva empirické pravidlo vétveni podle nejvétsi horni
meze. Toto pravidlo samoziejmé nemusf vést nejrychleji k optimu (proé??), ale podstatné je to, ze jestlize
aktudln{ nejvétsi horni mezi odpovidd uzel s vektorem Feseni ,bez x* (tj. konkrétni pfipustné feSeni),
pak zbyvajici vétve s mensi horni mezi uz neni tieba prochézet, protoze v nich optimum byt nemuze. Pfi
nalezeni pripustného reSeni, jehoz hodnota tcelové funkce je vétsi nebo rovna hornim mezim vsech jesté
neprobranych vétvi, vypocet konéi.

Proces dalsitho vétveni z uzlu 3 pak vypada takto.

[IXXXXXX]

140
[IOX@X X@X X]
119 140
[110xxX 1155><><]
1C§2 NELZE (a1 + a2 + az > 100)
[1100.><>< 10@x X]
130 134
[11(g>< 1(@><><]
134 NELZE (a1 + a2 + a4 + a5 > 100)
[110100 10101 x]
11@5 NEC}I?ZE
[110100 1%19001]

129 NELZE
V tomto okamziku jiz zname konkrétni feseni s cI'x = 129, ale 129 neni nejvétsi horni mez (viz uzel 8).
Proto uzel 14 nemusi byt optimem, a pro nalezeni optima jesté musime vétvit z uzlu 8.
[1100xx X ]

130
[11/ \%XX]
130 NELZE
[11%0 10001 x]

123 130
(110001 1%11]

130 NELZE
Hodnota 130 tuc¢elové funkce nalezeného feSeni je nyni jiz vétsi nez horni meze vsech dosud neprohledanych

veétvi. Nalezené feseni v uzlu 20, tj. [1100010], je tedy optimdlni a vypocet konéi.

Povsimnéme si toho, Ze explicitni probirani (hrubou silou) by znamenalo zkoumat 27 = 128 moznostf,
zatimco s pouzitim metody vétvi a mezi jsme pocet probiranych moznosti zredukovali na 21.

4.5 Metoda seénych nadrovin

Méjme danu tlohu CLP ve tvaru

min c¢’x
Ax=Db
x; > 0 celociselné.

Predpokladame, ze vSechny prvky matice A a vektoru b jsou celoc¢iselné.

3Kdyby ano, méli bychom polynomidlni algoritmus na Feseni NP-tézkého problému a byli bychom slavni.
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Odpovidajici uloha LP v redlném oboru, tj. tatdz uloha, ale bez podminky celo¢iselnosti, se nazyva
slabd tloha, prislusna nasi uloze.

Prund krok metody seénych nadrovin spo¢ivd v tom, Ze spocitdme (simplexovym algoritmem) feSeni
piislugné slabé tlohy LP. Necht vysledna simplexovd tabulka je (po ev. precislovan{ proménnych tak, aby
prvn{ proménné byly bazické) tvaru

1 0 ... 0 a1 m+1 e A1n ‘ :cf
01 ... 0 agmy1r ... aon | a3 .
. o *)
00 ... 1 ammer --- Gmn |
To znamend, ze bod x* = [zF,...,25,,0,...,0]7 je optimélni feseni slabé tlohy. Bod x* tedy splituje
rovnost
Ax =D,

a stejné tak rovnosti dané tabulkou ().

Ma-li puvodni tloha CLP néjaké celociselné pripustné feSeni x¢, pak pro néj také plati rovnosti (x)
(nebot x¢ spliiuje rovnost Ax¢ = b, a (*) z ni vznikly Jordanovou eliminacf).

Zduraznéme zde, ze x¢ nemusi byt bazické (a také zpravidla nebude), tj. muze mit vice nez m nenu-
lovych slozek.

RozepiSeme-li rovnosti (x) pro x¢, pak -ty fadek téchto rovnost{ je tvaru

5+ Qi1 T, 1 oo+ ATy = T3 (**)
Pro a € R oznaéime |a] celou ¢ést ¢isla a a o’ necelou ¢ast ¢isla a (tj. a = |a|+d/, |a] € Z a0 <ad <1).
Z rovnosti (xx) plyne, Ze necelé ¢ésti vyrazu nalevo a napravo si musi byt rovny. Protoze z§ je celé éislo,
neovlivni necelou ¢ast vyrazu vlevo, a tedy plati

((Zi m+1xfn+l + ...+ amx;)’ = (x:‘)'
Z rovnosti (+*) vybereme tu, pro kterou je (z})’ nejvétsi (protoze x* neni celoéiselny, existuje takové i,
pro néz je (xF) > 0). Protoze slozky x¢ jsou celd ¢isla, musi platit

CL; m+1x7cn+l +...F a;n‘r% = (x;,k)/ + N7
kde N je vhodné celé ¢islo, neboli

U@ o+l > (7). (%)

Protoze tuto podminku splauje kazdé celo¢iselné PR, jejim ptridanim k nasi tloze zadné celociselné PR
neztratime. Podminka (x x %) je tedy hledand ,ofezdvaci podminka®.

Priklad.
min —x —y+ 2
dr+3y+22=7
x,y,z > 0 celociselné.

Resfme nejprve pifslusnou slabou tlohu. S vychozim PBR nejsou problémy - volime-li napt. z jako
bazickou, staci délit ¢tyimi a dostaneme nésledujici vychozi simplexovou tabulku.

11 -110

3
L3

N

1
2

Simplexovym algoritmem postupné vypocéitavame:
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I 3 7
0 3 —5|—g
1 038 1| 7
4
1 3 7
0 37 —5]—3
4 2 7
3 1 5| 3
1 5 7
—3 0 -3 -3
4 2 7
3 L 5| 3

Optimalni feseni slabé tlohy tedy je
x* =10,%,0]T.

]
Plati (3)' = % a (1) = 1, a tedy pifdavnd podminka (x * %) je tvaru

neboli po upravé

T+ 2z > 1.
Tuto podminku piiddme k puvodni tloze, samoziejmé jako rovnost s novou pomocnou promeénnou, tj. ve
tvaru

r+2z—u=1.

Vzniklou tdlohu opét fesime simplexovym algoritmem:

1 1 -1 0]0
43 2 0f7
1 0 2 -1]1
1 1 -1 0]o
0 3 -6 43
1 0 2 —1]1
1 1 -1 0]0
01 -2 31
1 0 2 —-1]1
00 -1 —3[-2
01 -2 3|1
1 0 2 -1]1

Optimalnim feSenim této tlohy je vektor x = [1,1,0,0]7. Protoze je celo¢iselny, hledanym optimdlnim
feSenfm ptivodni tilohy CLP je vektor x¢ = [1,1,0]7.
Poznamka.

1. Pocet nutnych ,ofiznuti* muze byt velky, a kazdym ofiznutim se zvétsuje rozmér ulohy. Proto se

pri praktickém pouziti zpravidla pocet iteraci limituje, a kdyz metoda nedd vysledek, zkousi se jiné
postupy.
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2. Uvedeny postup je zndm jako (prvni) Gomoryho algoritmus.
3. Postupy uzivajici metodu se¢nych nadrovin zpravidla nejsou ptilis vhodné pro binarni tlohy.

4. Praktickou stranku algoritmu lze jesté dost vyrazné zjednodusit. V elementarni podobé, v niz jsme
metodu uvedli, totiz po pridani orezavaci podminky vektor x* neni PR, takze se pti kazdé iteraci
musi probéhnout cely simplexovy algoritmus od zac¢atku. To lze odstranit postupy, pfi nichz se
soucasné fesi i dudlni tloha (tzv. dudlni simplexova metoda), protoze x* zustane dudlné piipustné.

5 Parovani

V celé této kapitole se budeme zabyvat neorientovanymi grafy; termin ,graf tedy vzdy znamené neori-
entovany graf.

5.1 Zakladni pojmy, perfektni parovani

Definice 5.1. Pravidelny podgraf stupné 1 grafu G se nazyva parovani (angl. , matching®) v grafu G.
Pravidelny faktor stupné 1 grafu G se nazyva perfektni parovani v grafu G.
Parovani v grafu G, majici nejvétsi mozny pocet hran, se nazyva nejvétsi parovani v grafu G.

Poznamka. 1. Anglickd terminologie: parovani = matching, perfektni parovani = perfect matching.

2. Opét si musime uvédomit rozdil mezi pojmy ,maximdln{“ a ,nejvétsi“ (angl. ,maximal“ a ,ma-
ximum*). Pfiklad je na ndsledujicim obrézku, v némz jsou hrany parovéni vyznaceny silnéji (maximdlnf
parovani nemusi byt nutné nejvétsi). Maximaln{ parovani (néjaké) lze samoziejmé snadno nalézt hla-
dovym algoritmem, ale pro nalezeni néjvétstho pdrovani je tieba pouzit jemnéjsi metody (i kdyz, jak
uvidime, je tato tloha ze tiidy P, tj. Fesitelnd v polynomidlnim ¢ase i paméti).

=1 [

maximalni nejvetsi
Graf na nasledujicim obrazku je piikladem grafu, v némz existuje perfektni parovani.

Prvni a samoziejmou nutnou podminkou existence perfektniho parovani je sudy pocet uzlu grafu.
Tato podminka vsak zdaleka neni postacujici, coz si muzeme ovérit na jednoduchém ptikladu:

Priklady. Ukazme si nékolik piikladu aplikaci pojmu parovani a perfektniho parovéni.
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. Pfedstavme si hudebn{ skupinu na turné. Ukolem je ubytovat ¢leny kapely v hotelu na dvouluz-
kovych pokojich. V grafu uzly budou odpovidat ¢lenum kapely a hrany budou spojovat uzly téch
¢lenu kapely, ktef{ mohou mit spoleény pokoj. Je samoziejmé nutno ubytovat vSechny ¢leny, a to
tak aby byli na pokojich vzdy ve dvojici, kterd si sobé nevadi.

. Méjme ddnu mnozinu X chlapcu a mnozinu Y dévéat. Tyto mnoziny X, Y budou piedstavovat
uzly bipartitniho grafu. Hranami spojime ty dvojice, kdy chlapec x zna divku y. Ukolem je sparovat
vSechny dévcata i chlapce, napft. v tane¢nich.

. Pfipomenme si problém z pfedmétu TGD1: ¢tvercova matice A je genericky regularni, pravé kdyz
jeji bigraf mé perfektni parovani. Obecnéji, generickd hodnost matice A je rovna velikosti nejvétsitho
parovani v jejim bigrafu.

. Jsou dany dvé mmnoziny X a Y. Mnozina X bude predstavovat mnozinu profesi a mnozina Y
pracovniky. Sestrojime bipartitni{ graf s mnozinou uzla U(G) = X UY mnozZinou hran tvofenou
vBemi dvojicemi {x,y}, pro néz pracovnik y; € Y umi profesi ; € X. Navic je ddno hranové
ohodnoceni w;;, majici vyznam efektivity pracovnika y; v profesi x;.

Ukolem je nalézt optimdlni prirazeni pracovniku profesim (tzv. optimum assignment problem).
Uloha vede, jak jiz asi je patrné, na parovani v bipartitnim grafu, ale v ohodnoceném, a s podminkou
maximalizace sumy ohodnoceni.

. Obecné formulace predchozi tlohy: je dan ohodnoceny neorientovany graf; tkolem je nalézt op-
timdlni pdrovdnd, tj. perfektni parovani M, které maximalizuje vyraz >,  w(h;).
hi€H(M)

Piiklad. Ukazme si na piikladu, jak lze ilohu nalezeni optimélniho parovani prevést na tlohu celocisel-
ného linearniho programovani. Méjme dan nasledujici graf, kde ¢; je ohodnoceni i-té hrany h;.

2 cg =4 3

61:5 63:3

6622 0824

5 cr=1 6
Pro parovéni M polozme x; = 0, jestlize h; ¢ H(M), a x; = 1, pokud h; € H(M).
Ulohu muzeme zapsat jako dlohu celoé¢iselného linedrniho programovani nésledujicim zpusobem.

max dx1 + 4xe + 3xs + 3x4 + das + 226 + x7 + 4ag

X1 +$6 = 1
T1 +o2 +x4 =

To +x3 +x5 =1

T3 +zrg =1

Ty +xg +x7 =1

Is +x7 +xg = 1

Z‘iE{O,l}, 1=1,...,8.

98



Je ziejmé, ze se jedna dokonce o tlohu bindrniho CLP. Matice podminek této ulohy je tvaru

10 0 0 01 0O
1101 00 0O
A:01101000
001 0O0O0TO0°1
00010110
00001011

Je zrejmé, ze A je uzlo-hranovou incidenéni matici grafu G. Bohuzel, protoze ale G je neorientovany,
matice A obecné neni totdlné unimoduldrni (v nasem pfipadé staci napt. uvazovat determinant ¢tvercové
podmatice fadu 3 sestavené z fadku 1,2, 5 a sloupcu 1, 4, 6, ktery je roven dvéma). K feseni tedy nemuzeme
pouzit simplexovy algoritmus.

Piiklad. Dalsi priklad ndm ukéaze, ze v piipadé bipartitniho grafu bude situace mnohem snazsi. Méjme
tedy nésledujici bipartitn{ graf (¢isla ¢; jsou opét ceny hran).

c
1 o 1 ° 1’
C2
C3
Cq
c
2 2 4
Ce
C7
Cg ,
3 o 3

Protoze je nas graf bipartitn{, muzeme jeho hrany orientovat od X = {1,2,3} k Y = {1’,2',3'}. Podle
vzoru z predchoziho piikladu pfevedeme tlohu nalezeni optimélniho parovéni na ilohu CLP. Cenova
funkce bude mit stejny tvar, tedy )., ¢;x;, a budeme ji maximalizovat. Vzhledem k orientaci budou mit
podminky pro uzly grafu nasledujici tvar.

r1 +x9 I3 = 1
T4 +.T5 +I6 = 1

r7 +xg +x9 = 1

—x1 —x4 —x7 = -1
—X2 —XI5 —Ig = -1

—xI3 —T¢ —Tg9 = -1

z;€{0,1}, i=1,...,9.

Matice podminek je opét uzlo-hranové incidenéni matice, tentokrat vSak orientovaného bipartitniho grafu.

0
0
1

OO OO
OO O = O
OO = OO

Podle Véty 4.5 je matice A totdlné unimoduldrni. Vidime, ze v bipartitnim piipadé je tloha znacné
jednodussi.
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Poznamka. Obdobny postup je mozno pouzit i pro nalezeni nejvétsiho parovani. Podminky by pak
fikaly, ze kazdy uzel musi byt incidentni s nejvysSe jednou hranou parovani — rovnosti v podminkéch
bychom tedy nahradili nerovnostmi ,nejvyse jedna hrana“ (napt.z; + z2 + x3 < 1), ceny hran bychom
uvazovali rovny jedné. Maximalizaci cenové funkce bychom ziskali poc¢et hran nejvétsitho parovani.

V nasledujicich oddilech budeme postupné vysetfovat jednodussi piipady obecné tlohy optimélniho
parovani, a to v poradi:
nejvétsi parovani v neohodnoceném bipartitnim grafu,
optimalni parovani v ohodnoceném bipartitnim grafu,
nejveétsi parovani v neohodnoceném grafu (obecné nebipartitnim).
Uvidime, ze na vSechny tyto tlohy existuji algoritmy, které naleznou feseni v polynomidlnim case. P¥ipad
ohodnocenych neorientovanych (obecné nebipartitnich) grafu je zna¢né netrividln{ a nebudeme se jim
zabyvat, i na néj vSak existuji polynomidlni algoritmy, zalozené na vyuziti grafovych vlastnosti tdlohy.
Nejprve ale vybudujeme zakladni dukazové techniky a pomoci nich dokazeme charakterizaéni vétu
nejvétsiho parovani.

5.2 Rozsifujici cesty a Bergeova véta

Definice 5.2. Necht G je graf a M parovani v G. Rekneme, Ze parovéani M pokryva uzel z, jestlize
existuje hrana h € H(M) takovd, ze x € h.

Definice 5.3. Necht G je graf, M parovani v G a P cesta v G (H(M) # 0, H(P) # ). Rekneme, Ze
cesta P je M-alternujici, jestlize jeji hrany stiidavé jsou a nejsou v parovani M.

Priiklad. ‘ 0

Hrany vyznacené tuc¢nou carou ukazuji M-alternujici cestu, hrany této cesty oznacené M jsou hrany
parovani, hrany oznacené o jsou hrany mimo parovani.

Definice 5.4. Necht G je graf, M parovéni v G a P cesta v G. Rekneme, Ze cesta P je M-rozsiFujici,
jestlize P je M-alternujici cestou a oba jeji koncové uzly nejsou M-pokryty.

Poznamka. 1. Nejjednodussim piipadem M-rozsifujici cesty je hrana, nelezici v M.
2. Cesta P v minulém piikladu je o-rozsifujici.

Piiklad. V grafu na nasledujicim obrazku je cesta P vyznalena silné, hrany oznacené M patii do
parovani, hrany ozna¢ené N jsou hranami M -rozsifujici cesty P, ale nepatii do parovani M.

M M
N

M

Jestlize podél M-rozsifujici cesty P prohodime parovani M s mnozinou hran N, ziskdme opét parovani,
které ale m4a o jednu hranu vice.
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(Silné vyznacené hrany jsou hranami nového vétsiho parovéni.)

Tento ptiklad ukazuje, ze pokud v grafu existuje M-rozsifujici cesta, lze po ni parovani M zveétsit.
Jinak TeCeno, neexistence M-rozsitujici cesty v grafu je nutnou podminkou toho, aby parovani M bylo
nejvétsi. Nésledujici véta nam ukaze, ze je to i podminka postacujici.

Véta 5.1. Berge (1957) Pdrovdni M je nejvétsim parovdnim v grafu G, pravé kdyz v G neexistuje
M -rozsirujici cesta.

Diuikaz. Dokézeme ekvivalentni tvrzeni, ze v grafu G existuje M-rozsitujici cesta, pravé kdyz parovani
M neni nejvétsi.

1. Necht tedy v G existuje M-rozsifujici cesta. Pak lze po této cesté parovani M zvétsit, a tedy M
neni nejvetsi.

2. Necht naopak parovani M neni nejvétsim parovanim, tj. necht existuje néjaké vétsi parovani N.

Plat{ tedy |[H(M)| < |H(N)|. Necht G’ je podgraf uréeny témi hranami, které lezi v pravé jednom

z parovani M a N, tj. v symetrické diferenci mnozin H(M) a H(N). Pak kazdy uzel podgrafu

G’ m4 v G’ stupeti 1 nebo 2 (v&tsl stupenn uzlu je vyloucen, nebot kazdé parovani je pravidelny

podgraf stupné 1 a dvé parovéni tedy mohou dét stupenn uzlu nejvyse 2). Odtud plyne, ze kazda

komponenta grafu G’ je kruznice sudé délky (nebot hrany kruznice jsou stifdavé v M a v N) nebo

cesta. Pokud by vsechny komponenty G’ byly kruznice (jen sudych délek, jak bylo ukdzéno), nebo

cesty sudych délek, platilo by |[M| = |N|, coz je spor. Tedy nutné musi v G’ existovat cesta P liché
délky, kterd zacina i konc¢i v N. Tedy P je M-rozsifujici cestou.

O

Poznamka. 1. Symetricka diference dvou mnozin A, B je mnozina vSech prvku, z A U B, které lezi
v pravé jedné z mnozin A, B. Znaci se AAB a plati pro ni AAB = (AUB)\(ANB) =[(A\B)U(B\A)].

2. Bergeova véta sice je charakterizacni vétou, ale neni to dobra charakteristika, protoze v piipadé,
ze M je nejvétsi, svazuje neexistenci vétsiho parovani s neexistenci M-rozsifujici cesty.

5.3 Nejvétsi parovani v bipartitnim grafu a mad'arskd metoda

Mnozinu uzli bipartitniho grafu lze rozdélit na dvé disjunktni podmnoziny X a Y tak, ze X UY = U(G)
a pro kazdou hranu uv je u € X av € Y, nebou € Y a v € X. Proto u bipartitniho grafu budeme
struéné psit G = (X,Y).

Definice 5.5. Necht G = (X,Y) je bipartitni graf, S C X. MnoZina uzlt
NS)={yeY|IxesS tak, ze {z,y} € H(G)}

se nazyva okoli mnoziny uzli S.
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Poznamka. Tedy, pro S C X je N(S) C Y. Symetricky, pro S CY je N(S5) C X.

Je ziejmé, ze pokud | X| # |Y|, pak v bipartitnim grafu nemuze existovat perfektni parovani. Omezeni
na grafy s |X| = |Y| je vsak prilis silné. Z aplikaci, uvedenych v tvodu této kapitoly, je vidét, ze je
uzitecné ptét se na existenci parovani, pokryvajictho viechny uzly v X, pokud | X| < |Y|. Tato trividlné
nutnd podminka ale zdaleka neni postacujici.

Priklad. Najdéte parovani pokryvajici vSechny uzly v X v nésledujicim grafu B.

T T2 €3 T4 €5

Y1 Y2 Y3 Ya Ys
V tomto grafu pdrovani pokryvajic{ X neexistuje, protoze pro mnozinu uzli S = {z1,x3, x4} (viz tucné
vyznaceny podgraf grafu B) plati |N(S)| < |S]|. Lze tedy pokryt nejvyse |[N(S)| uzlu z S.

7 ptedchoziho prikladu je vidét, ze dalsi nutnou podminkou existence parovani, pokryvajictho celou
mnozinu X, je, aby pro kazdou podmnozinu S C X platilo [N(S)| > |S|. Nésledujici véta fikd, ze tato
podminka je i postacujici.

Véta 5.2. Hall (1935) Bipartitni graf G = (X,Y) md pdrovani pokryvajici vSechny uzly z X | pravé
kdyz pro kazdou mnozinu uzli S C X je |[N(S)| > |S5].

Dukaz.

1. Jestlize pro nékterou S C X je |N(S)| < |S|, pak zfejmé v S lze pdrovanim pokryt nejvyse |N(S)|
uzli. Parovani pokryvajici X tedy nemuze existovat.

2. Nechf naopak plati |N(S)| > |S| pro kazdou podmnozinu S C X, nechf M je nejvétsi parovani
v grafu G, a predpoklddejme, ze M nepokryva uzel v € X. Oznatme Z mnozinu vSech uzli, do
nichz vede z uzlu v M-alternujici cesta, S mnozinu S = ZN X, T mnozinu 7' = ZNY. Protoze
parovani M je nejvétsi, je v mnoziné Z jediny nepokryty uzel, a to pravé uzel u — jinak by totiz
podle Bergeho véty nebylo M nejvétsim parovanim. To znamend, ze vSechny uzly v mnoziné T jsou
pokryty, tedy mnozina uzlu T je sparovdna s mnozinou uzlu S\ {u}. Je ziejmé, ze plati |T'| = |S|—1,
ale mnozina T je vlastné okolim mnoziny S, a tedy |[N(S)| = |S| — 1, tj. [N(S)| < |S], coz je spor
s predpokladem véty.

O

Poznamka. 1. Prakticky véta napf. fikd, Zze mnozinu X zaméstnancu lze zaméstnat praveé tehdy, pokud
kazdd skupina S C X pracovniki umi alespoi |S| profesi.

2. Hallova véta (na rozdil od Bergeovy véty) je dobrou charakteristikou:
— existuje-li parovani, pokryvajici X, najdeme ho,
— neexistuje-li pdrovani, pokryvajici X, najdeme mnozinu S C X, pro kterou je |[N(S5)| < |S].
Otéazka existence parovani, pokryvajictho X, tedy je v NP N co-NP.

Myslenka dukazu Hallovy véty je zakladem algoritmu na nalezeni parovani, pokryvajictho mnozinu
X . Tento algoritmus spo¢iva v systematickém vyhleddvani M-rozsifujicich cest a je zndm jako mad arskd
metoda.
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Algoritmus (mad’arskd metoda)
1. Inicializace - zvol libovolné parovani M v G (staci i jedna hrana).

2. Pokud M pokryva celou mnozinu X, KONEC.
Jinak najdi nepokryty uzel u € X, poloz S := {u}, T = ).

3. Pokud N(S) =T, pak |[N(S)| = |T| = |S| — 1, STOP, hledané péarovéani neexistuje.
Jinak najdi uzel y € N(S)\ T.
4. Je-li uzel y M-pokryty, pak existuje uzel z € X, ktery je s uzlem y sparovany.
Poloz S := SU{z}, T :=T U{y}, jdi na 3.
Jinak najdi M-rozsitujici cestu P z u do y, sestroj parovani M’ prohozenim hran z M podél cesty

P, poloz M := M’, jdi na 2.

Vyvojovy diagram madarské metody je uveden na nasledujicim obrazku.

START:
libovolné vstupni

parovani M

STOP:

M — M Je X M-pokryta?
M pokryva X

NE
existuje M-nepokryty
uzel v € X

SMYCKA 2.
{u} = S

0 —T

Tu{y}—>T
NE
existuje uzel >
e NS T SMYCKA 1.
ANO
Je uzel y M-pokryty? Su{z}—>S

existuje hrana
{yz} e M

NE

MAH(P) existuje M-rozsifujici

cesta uy
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Priiklad. V grafu G najdéte parovani pokryvajici vSechny uzly mnoziny X.

Ko X2 X3 T4 x5
Vychozi parovani M pro mad’arskou
metodu je vyznaceno silné.
Y1 Y2 Y3 Ya Ys
Hleddame M-alternujici cesty - viz smycka 1 ve S Ty | 2
vyvojovém diagramu. 1. krok 1 0 1 yo | 22
2. krok | w1, @2 | Y2 || Y1 | —

Pro jednoznacnost popisu béhu algoritmu v piikladech se dohodneme, ze v pripadé, ze nékteré podmince
vybéru vyhovuje vice uzlu, se vzdy fidime pravidlem ,,0d nejmensich indextu*.

Postupem uvedenym v tabulce jsme ziskali M-rozsifujici cestu x1, yo, T2, y1- Nyni na této cesté prohodime
hrany parovani s hranami mimo parovani — viz nasledujici obrazek, kde silné hrany patii parovani.

T T2 Ty T2
—
U Y2 Y1 Y2
Sestrojime tedy nové parovani. Déle za¢neme s nepokrytym uzlem x4
a pouziti madarské metody popiSeme
1 Z2 Z3 iz s v nasledujici tabulce.
S T vy | z
X4 0 Y2 | T1
L4, 21 Y2 Ys | T3
Ly, T1,T3 Y2,Y3 - -

U1 Y2 Ys Ya Ys

Z tabulky je videét, ze N(S) = T. To vsak znamena, Ze hledané parovani neexistuje, nebot ziejmé plati
IN(S)| < [S].

Pozndmka. 1. Snadnou tvahou zjistime, Ze vypocetni sloZitost madarské metody v podobé, v jaké ji
zde uvadime, je O(n?): smycka 2 se probih4 nejvyse O(n)-krét, a pii kazdém jejim priibéhu mé nejvétsi
slozitost, O(n?), vyhleddvani M-rozsiiujici cesty (smycka 1 se probihd jen nejvyse O(n)-krat). Celkem
tedy dostdvame odhad O(n?).

2. Mad arskd metoda v podobg, v jaké ji uvadime, najde parovani pokryvajici X nebo fekne, Ze takové
parovan{ neexistuje. Jsou zndmy analogické postupy, které (se stejnou vypocetni slozitosti) v negativnim
pripadé naleznou i nejvétsi parovéni. Nejleps{ zndmé takové postupy maji vypocetni slozitost O(m+/n).

3. Alternativni metodou nalezeni nejvétsiho parovani v bipartitnim grafu je pfevod tlohy na tlohu

maximélniho toku v siti. Podrobnosti tohoto postupu jsou uvedeny v odstavci 1.5. Pfi pouziti nejlepsiho
znadmého (Dinicova) algoritmu na maximdlni tok m4 tento pristup slozitost O(m+/n).
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5.4 Optimalni parovani v ohodnocenych bipartitnich grafech

Piiklad. Pripomenme si motivaéni piiklad 4 z odst. 5.1 na str. 58: je dana mnozina pracovniku X,

mnozina pracovnich mist Y a ¢isla w;; s vyznamem efektivnosti i-tého pracovnika z; v j-té profesi y;;

hleddme piitazeni pracovniku na pracovni mista, které je optimdlni ve smyslu maximalizace celkové

efektivnosti, tj. které maximalizuje sumu > w;;. Je ziejmé, Ze popiSeme-li ilohu ohodnocenym
{i.5}eH(G)

bipartitnim grafem G = (X,Y’), v némz w;; je ohodnoceni hrany (x;,y;), pak feSenim tlohy je to perfektni

parovani v G, které maximalizuje soucet ohodnoceni w;;.

Definice 5.6. Necht G = (X,Y) je ohodnoceny bipartitni graf, ktery m4 perfektni parovéni. Potom

perfektni parovani M v G, pro které je vyraz ~ », w;; = ». w(h;) maximélni, se nazyva optimélni
(i) €M hieM

parovani grafu G.

Poznamka. Z predpokladu existence perfektniho parovani v G vyplyvd, ze nutné | X| = |Y.

Nésledujici pojem bude klicem k algoritmu na nalezeni optiméalniho parovani.

Definice 5.7. Necht /: X UY — R je uzlové ohodnoceni bipartitniho grafu G = (X,Y’). Rekneme, Ze
¢ je piipustné ohodnocenti, jestlize pro vsechny hrany (x;,y;) € H(G) plati

Ozi) + Uy;) = wiy-
Pro kazdé piipustné ohodnoceni £ sestrojme graf Gy predpisem
Ge=(XUY, {{zi,y;} € H(G)| () + L(y;) = wiz}) -

Graf Gy se nazyva graf rovnosti, prislusny ohodnoceni £.

Poznamka. 1. Poznamenejme, ze U(Gy) = U(G), tj. Gy je faktor grafu G.

2. Piipustné ohodnoceni vzdy existuje a lze ho ziskat napi. pfedpisem
Uz;) = max
(zi,y;)EH(G)

y;) = 0 pro y; €Y.

w;; Ppro x; € X,

Piiklad. Na nésledujicim obrazku je piiklad ohodnoceného bipartitniho grafu, v pravé ¢asti obrazku
je pripustné ohodnoceni, sestrojené podle predchoziho predpisu, a k nému piislusny graf rovnosti.
6 6

L . 6 0
3 3
4 4
7 7
9 0
9 9
4 4
5 5
- 6 - 6 6 0

tucné hrany jsou hranami grafu rovnosti
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Nésledujici véta ukazuje souvislost mezi pfipustnym ohodnocenim a optimalnim parovanim.

Véta 5.3. Necht G je ohodnoceny bipartitni graf a { je piipustné ohodnoceni uzli G. Je-li M perfektnim
parovanim v Gy, pak je M optimalnim parovanim v G.

Diitkaz. Necht ¢ je piipustné ohodnoceni a M je perfektni parovani v Gy. Protoze graf G je faktorem
grafu G, je M perfektni parovani i v grafu G a plati pro néj

w(M) = Z wij = Z (u),
(w0, €M wel(G)

nebot kazda hrana M patii do grafu rovnosti Gy a kazdy uzel u € U(G) je v pravé jedné hrané M. Pro
kterékoliv jiné perfektni parovdni M’ ale z pripustnosti ohodnoceni ¢ plyne

w(M') = Z w;; < Z (u) = w(M),
(x4,y;)EM’ weU(G)

a tedy parovani M je optimalni. O

Myslenka dukazu véty 5.3 je zdkladem ndsledujictho algoritmu. Algoritmus je vlastné rozsitenim
madarské metody, nebot body 1), 2) a 3) algoritmu jsou aplikaci mad’arské metody na graf rovnosti
Gy. Pokud se ukaze, ze v Gy perfektni parovdni neexistuje, pak se v (oproti madarské metodé novém)
bodu 4) piipustné ohodnoceni vhodné modifikuje tak, aby do grafu rovnosti nového piipustného ohod-
noceni pribyla alespoii jedna hrana, vedouci z mnoziny S do Y \ T, a algoritmus se vraci do mad arské
metody v grafu rovnosti nového ohodnoceni.

Algoritmus (Kuhn, Munkres)

START: Nalezneme libovolné piipustné ohodnoceni ¢ a libovolné parovani M v grafu rovnosti Gy.

1) Jestlize M pokryva X: KONEC.
Jinak: najdi nepokryty uzel u € X, poloz S := {u}, T := 0.

2) Jestlize Ng,(S) =T, jdi na 4).
Jinak: nalezni uzel y € Ng,(S)\ T.

3) Je-li uzel y M-pokryty, potom existuje uzel z € X takovy, ze {y,z} € H(M);
poloz S := SU{z}, T :=TU{y}, jdi na 2).
Jinak: najdi M-rozsifujici cestu P z u do y; sestroj parovani M’ prohozenim podél P; poloz M := M’
a jdi na 1).

4) Vypocitej ¢islo
Qy = minx,i657yj€T{€(xi) + g(y]) - wij}
a nové piipustné ohodnoceni
l(v) —ay prow €S,
U'(w)=<¢ Lv)+a; provel,
£(v) jinak.

Poloz £ :={', Gy := Gy, zvol uzel y € N¢,(S)\ T a jdi na 3).
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Poznamka. V bodu 4) algoritmu je ¢islo a nutné kladné (nebot ¢ je pifpustné ohodnoceni a pro hrany
nepatiici do grafu rovnosti je rozdil nutné kladny), a snadno ovéiime, ze ¢ je také piipustné ohodnocen{

a N, (S)\ T #90.

Piiklad. Méjme ohodnoceny bipartitni graf G, popsany matici W = [w;;]:

35 5 4 1
2 2 0 2 2 (tj. G je bigrafem matice W a nulové
W=|2 4 410 prvky znamenaji, ze piislusna dvojice
01 100 uzlt nenf v grafu G spojena hranou).
1 21 3 3
Vychozi pripustné ohodnoceni ¢:
Uz;) = ij i €X,
(2;) glg})g w;j Ppro x
Ly;) = 0 proy; €Y.

Pfipiseme ohodnoceni uzla k matici a nalezneme graf rovnosti (v nésledujicich maticich bude vyznacen
tuéné).

W o DN ot
— O NN W
N =R N O
=R R Ot
W o =N
W o o N

Nyni pomoci madarské metody budeme hledat perfektni parovani v grafu rovnosti. Je ihned vidét, ze
v Gy perfektni pdrovani neexistuje a algoritmus skonéi pii S = {z1,x3,24}, T = {y2,y3}. Proto déle
uréime hodnotu ay:

ap = ziefgLI}QT {(xi) + L(yj) — wij} -

Zjistime, ze ay = 1. Nové pripustné ohodnoceni je

L(v) —ay prov e S,
U(w)=4 Lv)+ay proveT,
£(v) jinak.

Uréime novy graf rovnosti Gy (opét je vyznacen v matici tuéné a je nakreslen na obrdzku vpravo).

O (y;)
(i)

W O W N
— O NN W
N =R N Ot
ook OO
W o = N K
W o oON -

Mad arské metoda v Gy ndm jiz nyni d4 perfektni parovani:
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N 3

2 /'

Toto péarovani M (na obrazku vyznaceno tucéné) je optimélnim parovanim v grafu G a w(M) = 14.
Poznamenejme, ze v Gy existuje vice perfektnich parovani, ale vSechna maji stejnou cenu a jsou tedy
vSechna optimalni.

5.5 Perfektni parovani v neorientovaném grafu a Tutteova véta

V tomto a nasledujicich dvou odstavcich se budeme zabyvat parovanim v neorientovaném grafu, ktery
jiz nemusi byt bipartitni. Vyjdeme z Bergeovy véty (véta 5.1), kterd fikd, ze pdrovani M je nejvétsi,
pravé kdyz pro néj v G neexistuje rozsitujici cesta. Jak jsme jiz poznamenali, Bergeova véta neni dobré
charakteristika, a pravé nalezeni dobré charakteristiky nejvétsiho parovani bude nasim prvnim cilem.

Piiklad. Uvedme si nasledujici piiklady a zkusme se zamyslet nad tim, pro¢ tyto grafy nemaji perfektni
parovani.

1. Necht G je libovolny graf s lichym poétem uzlii. Pak zfejmé G nem4 perfektn{ parovani.

2.

Nema4 perfektni parovani

Nemd perfektni parovani.

Grafy z pitklada 2 a 3 majf sudy pocet uzlu, a pfesto se (po chvili premyslen{) snadno piesvédéime o
tom, ze nemaji perfektni parovani. Jaky je duvod? Mnozina uzli S mé nasledujici vlastnost:

(G — S) > |S]

(zde ¢, (G — S) znadi pocet lichych komponent grafu G — S). Takovd mnozina S se nazyvéa antifaktorovd
mnoZina a jeji existence v grafu vyluc¢uje existenci perfektniho parovani. Nutnou podminkou existence
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perfektniho parovani tedy je neexistence antifaktorové mnoziny, tj. musi platit ¢,(G — S) < |S|] VS C G.
Poznamenejme, ze z této podminky téz plyne, ze graf G mé sudy pocet uzli (dosazenim S = (). Tutte
ukézal, ze tato nutnd podminka je i postacujici.

Véta 5.4. (Tutte, 1947) Graf G m4d perfektni pdrovdni, pravé kdyz pro kazdou podmnozinu S
mnoziny uzli grafu G plati

(G = 5) < [S|

(tj. pocet lichych komponent grafu G — S je nejvyse roven poc¢tu uzli mnoziny S).

Pozndmka. Vétu lze ekvivalentné formulovat i ndsledujicim zpusobem.
Graf G ma perfektni parovani, pravé kdyz v ném neexistuje antifaktorova mnozina.

7Z této formulace je ihned ziejmé, ze Tutteova véta je dobréa charakteristika.

Dikaz. 1. Implikace = je ziejma.

2. Opacnou implikaci <= dokdzeme sporem. Pfedpokladejme ze graf G je protipiikladem, tj., G je
takovy, ze pro kazdou mnozinu S C U(G) plati

(G = 5) < S| )

(v grafu G neexistuje antifaktorovd mnozina), a G pfitom nemd perfektni parovani. Jak jsme jiz pozna-
menali, z podminky (x) plyne, ze G mé sudy pocet uzlu.

Vsimnéme si toho, Ze spliuje-li G podminku (x), pak graf, vznikly z G pfiddnim libovolné hrany
spliiuje podminku (*) také (nebot pocet lichych komponent v G — S muze piiddnim hrany jen klesnout).
Priddnim hrany se tedy neporusi neexistence antifaktorové mnoziny.

7 ptedchoziho pozorovani vyplyva, ze muzeme piedpokladat, ze G je maximélni protipiiklad, tj.
— G neobsahuje antifaktorovou mnozinu,
— G nem4 perfektni parovéani,
— G pridanim libovolné hrany vznikne z G graf, ktery jiz perfektni parovani m4.
Oznatme K mnozinu vech univerzdlnich uzlu grafu G (uzel x je univerzding, jestlize dg(z) = n — 1, tj.
x soused{ se vSemi ostatnimi uzly grafu).

Kdyby vS8echny komponenty grafu G — K byly tplné grafy, tak by platilo:
- v kazdé sudé komponenté G — K existuje perfektni parovani,
- v kazdé liché komponenté G — K existuje parovani, které v ni nechd jen jediny nepokryty uzel,
- 7z (%) plyne, Ze téchto nepokrytych uzli je méné nez |K| a lze je tedy pokryt hranami do K,
- diky sudosti |U(G)| je zbylych uzlu v K sudy pocet, podle definice mnoziny K tyto uzly indukuji
uplny graf a lze je tedy sparovat.
Graf G by tedy mél perfektni parovani, coz je spor.

Odtud vyplyva, zZe existuje komponenta G’ grafu G — K, kterd neni tiplnym grafem. Ze souvislosti
G’ plyne, 7e existuji uzly a,b,c € U(G’) takové, ze {a,b} € H(G"), {b,c} € H(G"), ale {a,c} ¢ H(G").
Protoze b ¢ K, existuje uzel d takovy, ze {b,d} ¢ H(G). Z maximality G plyne, ze
— priddnim hrany {a, c} ziskdme graf s perfektnim parovanim (oznacime ho M),
— piidénim hrany {b,d} ziskdme graf s perfektnim parovénim (oznaéime ho My).
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Protoze My i Ms jsou perfektni parovani, uréuje symetrickd diference jejich mnozin hran H (M)A H (Ms)
graf, v némz mé kazdy uzel z ¢ {a, b, ¢, d} stupen 0 nebo 2. Odtud plyne, zZe z uzlu d lze budovat alternujici
cestu P v G hladovym algoritmem, pfi némz za¢neme v uzlu d hranou z parovani M;, ddle hranou z M,
a pokra¢ujeme stiidavé, dokud to jde. V kazdém uzlu x ¢ {a,b, c,d} lze pokracovat, nebot v symetrické
diferenci hran parovani M; a M ma x stupen 0 nebo 2 a pokud do tohoto uzlu vstoupime, musime z néj
i vyjit. V uzlu d skonéit nemizeme, nebot parovani M jiz uzel d pokryva a hrana parovani M> je hrana
{b,d} a v grafu G neni. Algoritmus tedy skonéi v jednom z uzlu a, b, c.

Je-li koncovym uzlem cesty P uzel b, byla posledni hrana cesty P z parovani M;. Uzly a, ¢ jsou jiz
nutné pokryty parovanim My (viz definice perfektniho parovani Ms). Jestlize nyni podél cesty P mezi
uzly d a b prohodime parovani M; a M, (a jinde je ponechdme tak, jak byla), ziskdme perfektni parovan{
v G, coz je spor.

Zbyva uz jen moznost, ze skonéime v uzlu a nebo c. Situaci vySetiime napf. pro uzel a (pro c je
analogickd). Posledni hrana cesty P je nyni z parovani My, a uzel ¢ je timto parovdnim pokryt (viz
definice perfektniho parovani Ms). Prohodime-li parovéani My a My podél cesty C, kterd vznikla priddnim
hrany {a,b} k cesté P, ziskdme z parovani My perfektni parovéni v G, coz je opét spor. O

5.6 Nejveétsi parovani v neorientovaném grafu, parovaci ¢islo a deficience

V piipadé, ze graf G nemd perfektni pdrovéni, je mozné se ptat na minimdalni pocet uzla, které musi
zustat parovanim nepokryté. Jinak feceno, hleddme nejvétsi parovani, tj. maximalizujeme |H (M)|.

Definice 5.8. Pocet hran nejvétsiho parovani v grafu G se nazyva parovaci ¢islo grafu G a znacf se
v(G).

U@l

Je ziejmé, ze graf ma perfektni parovani, pravé kdyz v(G) = =

Definice 5.9. Cislo def(G) = n — 2v(G) se nazyva deficience grafu G.
Ekvivalentné, deficience def(G) uréuje minimdlni pocet nepokrytych uzlu grafu G.

Véta 5.5. (Berge, 1958)
def(G) = max{c,(G —S) = |S|| S CU(G)}.

Jinak feceno, Bergeova véta tiké, ze pocet nutné nepokrytych uzlu grafu G je dan ,nejhorsi“ antifak-
torovou mnozinou. Ponékud presnéji - nazveme-li ¢islo ¢,(G — S) —|S| defektem antifaktorové mnoziny S,
pak Bergeova véta iikd, ze deficience grafu G (tj. nejmensi pocet nepokrytych uzli) je rovna maximdalnimu
defektu antifaktorové mnoziny v G.

Zduraznéme, ze Bergeova véta je dobrou charakteristikou nejvétsiho parovani. To plyne z toho, Ze
mame-li rozhodnout, zda dané parovani M je nejvétsi, pak

— mneni-li M nejvétsi, najdeme vétsi parovani,
— je-li M nejvétsi, pak najdeme antifaktorovou mnozinu S, pro niz je ¢islo ¢,(G — S) — |S| rovno
poctu uzlia, nepokrytych parovanim M.
Rozhodnuti, zda dané parovani M je nejvétsi, tedy je v NP N co-NP.

Dikaz. 1.Jeli S C U(G) antifaktorovd mnozina, pak evidentné musi zustat v G alespon ¢,(G—S)—|95]|
nepokrytych uzli (po jednom v kazdé z nadpocetnych lichych komponent). Tedy plati

def(@) > max{c,(G—S) —|S|| S C U(G)}.

2. Zbyva ukézat, ze této hodnoty se skuteéné nabyvi, tj. ze existuje antifaktorovd mnozina, pro kterou
plati rovnost.
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Necht S je antifaktorovd mnozina, kterd realizuje maximum, tj. je pro ni &islo k = ¢,(G — S) — ||
maximélni. Chceme ukédzat, ze def(G) < k, tj. Ze existuje parovéni, nechavajici nejvyse k nepokrytych
uzli. Sestrojime graf G’ nasledujicim zpusobem:

- ke grafu G pfiddme mnozinu K, ktera obsahuje k novych uzlu,

- 7 kazdého uzlu mnoziny K udéldme priddnim novych hran univerzdlnf uzel v grafu G'.
Ukézeme, Ze v grafu G’ existuje perfektni parovani. Kdyby ne, tak v G’ existuje antifaktorovd mnozina
S’. Protoze uzly mnoziny K jsou univerzdlni v G, nutné mus{ byt K C S’ (jinak by totiz zbylé uzly
z mnoziny K zpusobily souvislost grafu G — S’, coz nelze).

Oznaéme S; = S\ K. Potom plati, ze S; C U(G) a S’ = S1 U K. Z antifaktorovosti S’ v grafu G’
plyne, ze

co(G' = 5) > |5 = [S1] + [K| = [S1] + ¢o(G = §) — 5],
odkud

(G = 8) = [S1] > co(G = 5) = |9].
Protoze vSak ¢,(G' — S’) = ¢,(G — S1), dostdvéame

co(G — S1) — |S1] > ¢o(G — S) — |5,
coz je spor s maximalitou S.

Tim je dokdzéno, ze graf G’ m4 perfektni pdrovani. Odstranénim mnoziny K a ndvratem k puvodnimu
grafu G ziskdme parovani, které nechavd nepokrytych nejvyse k uzlu. Plati tedy def(G) < k. O

5.7 Edmondsuv algoritmus

Zakladni myslenka algoritmu na nalezeni nejvétsiho parovani je zdanlivé jednoduché:

1) zvolime vychozi parovani M = (0,0),

2) hleddme nepokryty uzel v,

3) hleddme rozsitujici cestu zacinajici v uzlu v.
Pokud rozsitujici cesta existuje, rozsifime pdrovani M a zopakujeme krok 2); pokud rozsifujici cesta
neexistuje, je parovani M nejvétsim a algoritmus konéi.

Hlavnim problémem tohoto postupu je vyhleddvani rozsifujicich cest. Uvedeme (dnes jiz klasicky)
postup, pochéazejici od Edmondse (1965). K piekonani klicového kroku bude potfebné jedno pomocné
tvrzeni. Nejprve si ale zavedeme jedno oznaceni.

Je-li G graf a F' C G jeho podgraf, pak G|r oznacime graf definovany nasledovné:

U(Glr) = U(G) \U(F) U {2}, kde = ¢ U(G),

H(G|r)= {{u,v} € HG)| u,v e U(G)\U(F)}U
{{v,z}v e U(G)\U(F) a {v,y} € H(G) pro néktery y € U(F)}.

f{ekneme, ze G|p vznikl staZenim F do uzlu x.
Lemma 5.1. Necht G je graf, M je parovani v G a C je kruznice v G délky 2k + 1, obsahujici k hran
parovani M a 1 uzel nepokryty parovanim M. Pak M je nejvétsi parovani v G, pravé kdyz parovani

M' =M\ H(C) (tj. pdrovdni vzniklé odstranénim z M téch hran, které patii do C) je nejvétsi parovani
v Glc.
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Dukaz. Dokazeme ekvivalenci negaci obou vyroku.

1. Necht M nenf nejvétsi v G. Potom existuje M-rozsitujici cesta P v G. Je-li U(P)NU(C) = 0, je P
rozsitujici v G|¢ a jsme hotovi. Muzeme tedy predpoklddat, ze P a C' maji spole¢ny uzel. Pak nutné jeden
koncovy uzel cesty P (ozna¢me ho v) je mimo C. Oznaéme w prvni uzel cesty P, ktery je na kruznici C.
Pak cesta vPw odpovidd v grafu G|c M’-rozsifujici cesté, a tedy M’ neni nejvétsi v G|c.

G Glc

p
S

A

=

2. Necht naopak M’ neni nejvétsi parovdni v grafu G|, necht pdrovani N’ je vétsi. Sestrojime
prislusné parovani N v grafu G nasledujicim zpusobem:
- v8echny hrany N’ neobsahujici uzel z budou v N,
- pokud pérovani N’ pokryvalo uzel x hranou vz, mé uzel v v grafu G souseda w na kruznici C' a
do parovani N piidame hranu vw,
- doddme k hran kruznice C.

Glc G

Pak plati, ze parovani N je v grafu G vétsi nez parovani M. m|

Vlastni Edmondstv algoritmus je zalozen na tom, ze se z nepokrytych uzla buduji stromy obsahujici
alternujici cesty (viz nésledujici obrézek).

S

Definice 5.10. Necht M je pdrovéni v grafu G a X # 0 je mnozina uzlii nepokrytych parovanim M.
Les F' v grafu G takovy, ze

- kazdy uzel z X lezi v pravé jedné komponenté F,
- kazda komponenta F; lesa F' obsahuje pravé jeden uzel x; € X, nazyvany stfed komponenty F;,
- kazda hrana F v liché vzdalenosti od stiedu komponenty je v M,
- koncové uzly I maji sudou vzdalenost od stredu komponenty,
se nazyva M-alternujici les v G.

Uzly lesa F' v sudé (liché) vzdélenosti od stiedu komponenty se nazyvaji sudé (liché) uzly (stred
komponenty budeme povazovat za sudy uzel).

Povsimnéme si toho, ze je-li F' M-alternujici les, pak pro kazdy lichy uzel lesa F' je jeho stupen v F
roven dvéma (to plyne z toho, Ze pii vétsim stupni by podle 3. podminky vychézely z lichého uzlu alespori
dvé hrany, které jsou v. M, ale M by pak nebylo parovéanim, stupen 1 nen{ mozny podle podminky 4).
Naopak, sudé uzly mohou mit stupné i vétsi.

72



Necht nyni M je parovani a F' je M-alternujici les. Budeme vySetiovat sousedy sudych uzlii lesa F'.
Jsou nésledujici ¢tyfi moznosti:

1) néktery sudy uzel u méa souseda y & U(F),
2) nékteré dva sudé uzly wug, us v ruznych komponentach Fy, Fy lesa F' jsou v grafu G sousedni,
3) nékteré dva sudé uzly uj, us téze komponenty F; lesa F' jsou sousedni v grafu G,

4) nenastane ani jedna z predchozich moznosti, tj. kazdy sudy uzel m4 za sousedy jen liché uzly.

Pro kazdou z téchto moznosti si ukazeme, jak postupovat.

1.

T

Jestlize néktery sudy uzel v mé souseda y € U(F'), pak plati, Ze uzel y je M-pokryty, nebof mnozina
X nepokrytych uzlu je celd v lese F. Jeho soused z v parovani M neni obsazen v lese F' (podle
4. podminky definice lesa F'). Pfiddanim hran uy a yz do lesa F' zvétsime F.

S u Yy z
O - — —

Jsou-li nékteré dva sudé uzly up, ug v ruznych komponentach Fi, F lesa F' sousedni v grafu G,
pak stiedy téchto komponent jsou spojeny rozsitujici cestou. Prohozenim hran parovani podél této
cesty zvétsime M.

Predpokladejme, ze nékteré dva sudé uzly wp, us téze komponenty F; lesa F jsou sousedni v
grafu G. Pak hrana {uj,us} spolu s cestou, spojujici u; a ug v F;, ur¢uji v této komponenté
lichou kruznici C.

a) Je-li stfed x; komponenty F; na kruznici C, pak kruznice C spliuje pfedpoklady lem-

matu 5.1.
b) Neni-li stfed z; na kruznici C, pak prohozenim pérovani M podél cesty P, kterd spojuje
kruznici C' a st¥ed z;, dostaneme parovéani M’ s vlastnosti |M'| = |M]|, a takové, ze novy

stfed komponenty F; jiz lezi na kruznici C, ¢imz jsme prevedli tuto variantu na predchozi.

(Pfevod pifpadu ad b) na ad a) je ukdzan na nasledujicim obrézku, kde vlevo je puvodn{ komponenta
a vpravo je komponenta s prohozenym péarovanim a novym stfedem.)

/
2

e <

Nyni podle lemmatu 5.1 1ze stdhnout kruznici C' do jednoho uzlu, ¢imz redukujeme velikost grafu G.

Predpokladejme, ze neplati ani jedna z predchozich moznosti, tj. kazdy sudy uzel méa za sousedy
jen liché uzly. Pak tvrdime, ze

M je nejvétsi parovani.
To dokazeme takto. Ozna¢me S mnozinu vsech sudych uzlu (véetné stfedu komponent), L mnozinu
v8ech lichych uzlu, s = |S| a £ = |L|. Pak s — £ = | X| (kde X je mnozina vSech stfedi komponent).

Je ziejmé, ze graf G — L nemd zéddnou hranu. Tento graf ma tedy s lichych (jednouzlovych) kompo-
nent, tedy ¢,(G — L) = s. To znamena, ze ¢,(G — L) — |L| = | X|. Mnozina L je tedy antifaktorovou
mnozinou, a pro deficienci def(G) grafu G tedy plati def(G) > s — £ = | X|. Nase parovani M ale
nechavd nepokrytych prave | X| uzla, proto def(G) < |X|. Plati tedy rovnost, a tedy podle Véty 5.5
je parovani M nejvétsi (nalezli jsme antifaktorovou mnozinu L a parovéni M tak, ze defekt mnoziny
L je roven poc¢tu uzlu nepokrytych parovanim M).

Ukazali jsme, ze v kazdém kroku algoritmu je mozno udélat jednu z nasledujicich véci:

1) zvétsit alternujici les F,
2) zveétsit parovéni M,
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3) redukovat velikost grafu G,
4) skonéit s nejvétsim parovdnim M.
Je ztejmé, ze takovy postup dava polynomidlni algoritmus. Praktické implementace tohoto algoritmu

VVVVVV

dokonce Fadové v case O(n?). Podrobnosti lze nalézt napf. v knfzce [8], hlubsi teoretické souvislosti
napiiklad v monografii [9].

6 Hranové grafy

V této a nasledujici kapitole pozname piiklady dvou specidlnich tiid grafu, které jsou zajimavé tim, ze

pro grafy z téchto t¥id se zjednodusuje vypocetni slozitost nékterych problému.

6.1 Zakladni pojmy

Zacneme nejprve motivac¢nim piikladem.

Priklad. Je ddn systém mnozin A = {A, B,C}, kde

A={1,5,6,9},
B=1{1,4,7},
C ={2,3,7,8}.

Prianikovy graf systému A je graf, jehoz uzly tvoii jednotlivé mnoziny A, B, C, a hranami spojime takové
dvojice uzlt, jejichz prislusné mnoziny maji neprazdny prunik. V nasem piipadé tedy ANB # (), BNC' # (),
ale AN C = (. Prinikovy graf tohoto systému mnozin tedy vypada nésledovné:

A B C

Definice 6.1. Necht G je neorientovany graf. Graf L(G), definovany predpisem

U(L(G)) = H(G),
H(L(G)) = {{hi, h;}| hrany h;, h; maji spole¢ny uzel },

se nazyva hranovy graf (anglicky ,, line graph®) grafu G.

Poznamka. Mnozina hran neorientovaného grafu G je mnozinou dvouprvkovych podmnozin mnoziny
U(G), a tedy lze na ni pohlizet jako na mnozinovy systém. Hranovy graf L(G) je pak prunikovy graf
tohoto systému mnozin.

Priklad. Na ndsledujicim obrézku je vlevo graf G a vpravo jeho hranovy graf L(QG).

hy . ho ¢! h'g
G 0 " ¢ L(G)
hy hs hy b
d hro e g

Priklad. Necht G, je kruznice délky 3 a G5 je Uplny bipartitni{ graf K 3. Pak G a G2 jsou neizomorfni,
ale jejich hranové grafy jsou izomorfni.
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Cs K3 L(C3) = L(K 3)

)

Lze vsak dokézat, ze grafy C3 a K;3 jsou jediné dva neizomorfni grafy, které maji stejny hranovy
graf. Kromé tohoto vyjimeéného piipadu plati, ze kazdé dva neizomorfni souvislé grafy maji neizomorfni
hranové grafy.

Nyni se pokusime vysetfit opacnou otdzku, tj. k danému hranovému grafu G hledat jeho ,vzor* H,
tj. graf H takovy, ze L(H) = G. Prvni otdzkou je, zda vibec pro kazdy G takovy H existuje. Nésledujici
piiklad nam dé odpovéd.

Piiklad. Méjme dén graf K 3 a pokusime se zjistit, zda je hranovym grafem néjakého grafu. Oznacime
jeho uzly postupné hy, ..., hs. V puvodnim grafu tyto uzly samoziejmé piedstavuji hrany (viz definice
hranového grafu). Budeme postupné vytvéfet graf, pro néjz je graf K7 3 hranovy.

hy

hea

h,3 h4 h2

Zde se dostdvame do problému. Mdme piidat hranu hy, kterd mé spoleény uzel jen s hranou ho a
zddnou jinou. To ale nejde, proto pro graf K; 3 nelze vytvofit vzor, graf K; 3 tedy neni hranovy.

Definice 6.2. Rekneme, 7e G je hranovy graf, jestlize existuje graf H takovy, ze plati L(H) = G.

Poznamka. Z predchoziho prikladu vyplyva, ze pokud graf G obsahuje indukovany podgraf izomorfni
s K13, pak G neni hranovym grafem.

6.2 Charakterizacni véty

Nésledujici piiklad ukazuje klicovou myslenku charakterizace hranovych grafu.

Priklad. ae 1
G 1 L(G) 9 3
2 b 3
4 5 6 4 5 0
7 8
7 8

Po kratkém zamysleni nad obéma grafy zjistime, ze uzlu stupné ¢ v G odpovida klika velikosti ¢ v hranovém
grafu L(G). Konkrétné, jednouzlova klika s uzlem 1 v L(G) odpovidd uzlu a grafu G, klika indukovand
na uzlech 1,2,3,5 v grafu L(G) odpovidd uzlu b v grafu G atd. Tento piiklad ukazuje myslenku dukazu
nasledujici véty.
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Véta 6.1. (Krausz) Graf G je hranovym grafem, pravé kdyz v grafu G existuje takovy systém klik K,
ze kazdy uzel lezi pravé ve dvou klikach a kazda hrana lezi v praveé jedné klice systému K.

Poznamka. Dukaz této véty nebudeme provadét. Poznamenejme jen, ze podminka, ze kazdy uzel grafu
G = L(H) lez v pravé dvou klikdch znamend, ze v grafu H mé kazda hrana dva konce, a podminka,
ze kazdd hrana grafu G = L(H) nélezi pravé jedné klice znamend, ze dvé hrany grafu H, které maji
spoleény uzel, mohou mit spole¢ny jen jeden uzel.

Véta 6.1 evidentné neni dobrou charakteristikou. Tuto piijemnou vlastnost ma az nasledujici véta
(kterou uvddime také bez dukazu).

Véta 6.2. (Beineke, 1969) Graf G je hranovym grafem, prdavé kdyz neobsahuje jako indukovany
podgraf Zadny z nasledujicich deviti grafil.

< & P
o <P <P
ESIRGNIRES

Disledek 6.1.
(1) Vlastnost ,,byti hranovym grafem* je dédicnd na indukované podgrafy.
(#1) Otdzku ,je dany graf hranovym grafem?“ lIze fesit v polynomidlnim case.

Dukaz.
(i) To je zFejmé, nebot je-li graf G indukovanym podgrafem grafu G, pak i kazdy indukovany
podgraf grafu G; je indukovanym podgrafem grafu G.
(ii) Grafy z Beinekeho véty 6.2 majf nejvyse Sest uzl, a tedy je lze uréité poznat v éase O(n®).
O

6.3 Hranové grafy a vypocetni slozitost

Priklad. Uvazujme graf G a jeho hranovy graf L(G) na nésledujicim obrazku.

76



/@\

Vidime, zZe silné vyznac¢enym hrandm parovéni v grafu G odpovidaji zakrouzkované uzly v grafu L(G),
které ziejmé tvori nezavislou mnozinu.

Obdobnym pozorovanim snadno zjistime i korespondence mezi dalsimi grafovymi vlastnostmi grafu
H a jeho hranového grafu G = L(H). Tato pozorovani prehledné shrneme do nésledujici tabulky.

H G=L(H)

hrana uzel

uzel klika
stupen uzlu pocet uzlu kliky
maximaln{ stupen A(H) klikovost w(G) 4

parovani nezavisla mnozina
parovaci ¢islo v(H) nezévislost a(Q)
hranové obarveni uzlové obarveni
chromaticky index x/(H) | chromatické ¢islo x(G)

Nésledujici tvrzeni, vyplyvajici ihned z uvedenych korespondenci, ukazuje dulezitost zkoumani specidlnich
t¥id grafu v souvislosti s algoritmy a vypocetni slozitosti.

Tvrzeni 6.1. Je-li G hranovym grafem, pak je mozno urcit jeho nezavislost «(G) a klikovost w(G)
v polynomialnim case.

Diikaz. Ulohu nalezen{ nejvétsi nezdvislé mnoziny v L(G) (kterd je v obecnych grafech NP-tézka)
prevedeme na ulohu nalezeni nejvétsiho parovani v grafu G. Tato tloha je fesitelna v polynomidlnim case
a prevod L(G) — G, resp. G — L(G) je rovnéz polynomidlni.

Ulohu nalezen{ klikovosti v L(G) (kterd je rovnéz v obecnosti NP-tézké) prevedeme na tlohu hledani
maximalniho stupné uzlu v grafu G, kterd je ziejmé polynomidlni. O

7 Rovinné grafy

V této kapitole se budeme zabyvat pouze neorientovanymi grafy. Uvodem je treba Tici, ze nékteré pojmy
budou definovany ponékud intuitivné (k presné formulaci by bylo zapotiebi pomérné hlubokych poznatki
z topologie, pfesahujici rdmec pfedmétu). Pro nase ticely bude intuitivni definice plné postacujici.

7.1 Ulozeni grafu na plochu

Definice 7.1. Necht S je plocha v FEs. Rekneme, Ze graf G lze ulozit na plochu S, jestlize jej lze
zndzornit pomoci bodil (uzli) a obloukii (hran) na S tak, Ze Zddné dva oblouky nemaji spolecny vnitini
bod.

4Korespondence A(H) = w(L(H)) plati az na jednu vyjimku, kterou uz zndme: je-li H = C3, pak L(H) = C5 a je
A(H) =2, ale w(L(H)) = 3.
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Definice 7.2. Rekneme, Ze G je rovinny graf, jestlize jej lze ulozit do roviny.

Priklad. 4 v 1 o
3 3
3 4
21
2 2!
1 1 4 3
Tento graf je ziejmeé rovinny.
K ~ ~ ~

Toto pravdépodobné neni rovinny graf.

Definice 7.3. Je-li graf G uloZen v roviné, pak oblasti (¢dsti) roviny, které vymezuje, se nazyvaji stény
grafu G.

Priklad.

Ky
3 omezené stény a jedna (vnéjsi) sténa.

Poznamka. Kazdy strom ma ziejmé jedinou sténu, kterd neni ohranic¢ena zadnou kruznici a je tedy
vnéjsi.

7.2 Eulerova véta a jeji disledky

Véta 7.1. (Euler) Necht souvisly rovinny graf G ma n > 1 uzlii, m hran a s stén. Pak plati

n—m+s=2.
Poznamka. Této rovnosti se velmi ¢asto fikd Fuleruv vzorec.

Dukaz. Dukaz provedeme indukci podle poctu hran m.
1) Prom =1 je zfejmé n = 2 a s = 1, véta tedy plati.
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2) Necht graf G md m hran, n uzli a s stén a nechf véta plati pro kazdy souvisly rovinny graf
s m — 1 hranami.
a) Je-li s = 1, tj. graf G je strom, vytvorime graf G’ odstranénim koncové hrany i s
pifslusnym uzlem stupné 1. Potom graf G’ m& m — 1 hran, n — 1 uzli a opét jednu
sténu. Plati pro néj tedy

m—1)—(m—-1)+s=2 = n—m+s=2.

b) Je-li s > 2, vytvoiime graf G’ odstranénim hrany v G, ktera soused{ se dvéma ruznymi
sténami. Graf G’ tedy mé& n uzlu, m — 1 hran a s — 1 stén a plati pro néj

n—(m-1)4+(s—-1)=2 = n—m+s=2.

Daisledek 7.1. Pro kazdy rovinny graf G s alespoii 3 uzly plati
|H(G)| <3|U(G)| — 6.

Diikaz. Nejvice hran m4 graf, v némz kazda sténa je trojuhelnik (tzv. triangulace). Potom plati 3s =
2m, tedy s = %m. Po dosazeni do Eulerova vzorce obdrzime rovnost

n—m—l—%m:Q = m=3n—06.

Pro kazdy graf, ktery neni maximdln{ (tj. nenf triangulaci) bude platit nerovnost. 0O

Dusledek 7.1 ukazuje, ze rovinné grafy nemohou byt ptilis husté: pocet hran rovinného grafu je nejvyse
linedrn{ funkei po¢tu uzlu (zatimco v obecnosti muze pocet hran rust s po¢tem uzla kvadraticky). To mé
vyznam pro slozitost nékterych algoritmu. Napiiklad slozitost prohleddvéni do hloubky (backtrackingu)
je O(m +n), coz v obecnosti miize byt O(n?), ale v rovinnych grafech diky disledku 7.1 jen O(n).

V grafech bez trojihelniki lze tento horni odhad déle vylepsit.

Dusledek 7.2. Pro kazdy rovinny graf bez trojihelniku s alespon 4 uzly plati
[H(G)| < 2|U(G)| - 4.

Ditkaz. Maximalni rovinny graf bez trojihelnik m4 stény bud Cy nebo Cs (ve sténé Cg 1ze totiz pridat
hranu bez vzniku trojihelniku a ziskali bychom spor s maximalitou). Pocet stén Cy oznacime s4 a pocet
stén C5 oznacime s;. Potom plati
2m = 4s4 + bss = 54+§S5:%.
Celkovy pocet stén grafu je s = s4 + s5, a tedy
s:34+35§34+355:%.
7 Eulerova vzorce déle plyne

m=n+s—-2<n+% -2 = m<2n—4

Disledek 7.3. Grafy K5 a K3 3 nejsou rovinné.

79



Dtikaz.

1. Pro K5 jen =5, m = 10. Kdyby to byl rovinny graf, muselo by podle dusledku 7.1 byt m < 3n —6,
atedy 10<3-5—-6=09.

2. K33 nemd trojuhelniky a je v ném 6 uzli a 9 hran, tedy n = 6, m = 9. Kdyby byl rovinny, pak by
podle dusledku 7.2 platilo m < 2n — 4, atedy 9 <2-6—4=38.
O

Tento disledek ukazuje, ze pokud graf obsahuje jako podgraf jeden z grafi K5 nebo K3 3, nutné musi
byt nerovinny. Zanedlouho uvidime, Ze tato nutnd podminka je (v jistém smyslu) i postacujici. Nejprve
ale uvedeme jesté jeden dusledek Eulerovy véty.

Disledek 7.4. Kazdy souvisly rovinny graf s alespon ¢tyrmi uzly ma alespon tii uzly stupné nejvyse 5.

Dukaz. Kdyby mél nejvyse dva takové uzly, platilo by
2|H(G)| = ch(u) >6(|JUG)| —2)+1-2=6|U(G)| - 10.
(predpoklddame, Ze ony dva uzly jsou stupné 1 a ostatni stupné 6). Odtud vsak plyne
[H(G)| = 3|U(G)| =5,

podle Eulerovy véty tedy takovy graf neni rovinny. O

Poznamka. Lze dokonce dokdzat (s vyuzitim dalsich grafovych vlastnosti), ze uzly stupné < 5 musi
byt alespon Ctyfi.

7.3 Kuratowského véta a dalsi véty o rovinnych grafech

Poznamka. Pridame-li na nékterou hranu uzel 2. stupné, urc¢ité to nebude mit vliv na rovinnost.
Takovou operaci nazveme ptleni hrany.

Piiklad. Operace ptleni hrany:

puvodni graf graf po operaci puleni hrany

Definice 7.4. Rekneme, Ze dva grafy G1, Go jsou homeomorfni, pokud je mozno koneénym poctem
puleni hran dosahnout toho, Ze vzniklé grafy jsou izomorfni.

(Koneénym poctem samoziejmé rozumime i nulu, tedy kazdé dva izomorfni grafy jsou homeomorfni.)
Priklad.
1. Kazdé dvé kruznice nebo cesty jsou homeomorfni.

2. Priklad vzajemné homeomorfnich grafu:
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Véta 7.2. (Kuratowski) Graf je rovinny, pravé kdyz neobsahuje podgraf homeomorifni s K5 nebo
S Kg_’g.

Dukaz. Podle 3. dusledku Eulerovy véty je tato podminka nutnd; Ze je postacujici nebudeme dokazovat.
O
Poznamka. Poznamenejme, ze Kuratowského véta je dobrou charakteristikou.

Véta 7.2 je elegantni, ale ne piilis prakticka. Jsou znamy algoritmy, které umi nalézt rovinné ulozeni
grafu dokonce v ¢ase O(n), jsou vsak dosti slozité. Jejich zdkladn{ princip spo¢ivd v tom, Ze naleznou
kruznici, zakresli ji do roviny a pak k ni pfiddvaji dalsi ¢asti. Jejich hleddni, nebo dukaz neexistence
ulozeni, jsou zalozeny na backtrackingu.

V dusledku Kuratowského véty pro klikovost w(G) rovinného grafu G plati w(G) < 4. Uréenf w(G)
je tedy ve tfidé rovinnych grafi polynomiélni (napiiklad hrubou silou - probirkou vsech ¢tvefic uzli, se
slozitost{ O(n)).

Véta 7.3. Graf je rovinny, préavé kdyz jej lze ulozit na kulovou plochu (sféru).

Dikaz. Opird se o stereografickou projekei. O
Mnohosténovy graf je graf vznikly ulozenim mnohosténu do roviny.
Daisledek 7.5. Kazdy mnohosténovy graf je rovinny.

Disledek 7.6. Pro kazdou hranu h 2-souvislého grafu G existuje takové ulozeni do roviny, pii némz
hrana h sousedi s vnéjsi sténou.

Dukaz. Zobrazime graf G na sféru, pooto¢ime tak, aby sténa s hranou h byla nahote, a zobrazime jej
zpét do roviny. m]

Vratme se jesté k maximalnim rovinnym grafiim. Jiz vime, Ze kazdy maximdlni rovinny graf ma jen
trojuihelnikové stény. Nésledujici véta ukazuje, ze plati jesté vice.

Véta 7.4. Kazdy maximalni rovinny graf s alespoii ¢tyrmi uzly je 3-souvisly.
Diikaz. Kdyby G mél dvouprvkovy uzlovy fez z, y, tak by, po pfipadném presunuti hrany {zy} do
vngjsi stény, v omezené sténé obsahujici oba uzly x, y musely byt dalsi uzly a, b (jinak by uzly x, y

byly spojeny dvojici paralelnich hran). Tyto dva uzly a, b lze spojit pi zachovén{ rovinnosti, coz je spor
s maximalitou. a

81



3-souvislost je vsak dulezita i jinak.

Priiklad. Pokud neni graf 3-souvisly, ale napt. jen 2-souvisly, mize se stat nasledujici.

1

nema stény Cj ma dvé stény Cj
Pritom se vSak jednd o dvé ruzna ulozeni téhoz grafu. Pojem stény proto nelze vztahovat ke grafu,

nybrz jen k jeho konktrétnimu ulozeni. Nasledujici véta ukazuje, ze pro 3-souvislé grafy tato potiz odpada.

Véta 7.5. (Whitney) Kazdy 3-souvisly graf md jednoznacné ulozeni na sféru.

Ditkaz. Ze je podminka 3-souvislosti nutné, plyne z predchoziho piikladu, Ze je postacéujici, nebudeme
dokazovat. |

Nésledujici véta, charakterizujici mnohosténové grafy, ukazuje dalsi situaci, kdy je 3-souvislost dule-
zita. Kazdy mnohosténovy graf musi byt ulozitelny na sféru, tj. musi byt rovinny. Nazornd je i nutnost
3-souvislosti pro ,,tuhost prostorové konstrukce“. Neni lehké dokazat, ze jsou tyto podminky i postacujici.
Véta 7.6. (Steinitz, Rademacher) Graf je grafem mnohosténu, pravé kdyz je rovinny a 3-souvisly.

Uved'me jesté nékteré dalsi zajimavé vysledky o rovinnych grafech vyssich stupiit souvislosti.

Véta 7.7. (Tutte, 1956) Kazdy 4-souvisly rovinny graf je hamiltonovsky.

Nasledujici ptiklad ukazuje, ze pro 3-souvislé grafy jiz takova véta neplati.

Piiklad. Ukazte, ze tento graf neni hamiltonovsky.

Zévérem tohoto odstavce si uvedme piiklad jednoho klasického otevieného problému.

Hypotéza 7.1. (Barnette) Kazdy 3-souvisly bipartitni rovinny pravidelny graf 3. stupné je hamil-
tonovsky.

Je zndmo, ze hypotéza plati pro grafy s nejvyse 26 uzly. Pro grafy s vice uzly je otdzka oteviend.
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8 Problém obchodniho cestujiciho

Problém obchodniho cestujiciho (anglicky ” Traveling Salesman Problem, TSP) je vlastné tlohou nalézt
v ohodnoceném neorientovaném grafu hamiltonovskou kruznici s nejmensim souc¢tem ohodnoceni hran.
V této kapitole si ukdzeme dvé ruzné heuristiky pro feSeni této tlohy. Tyto heuristiky uvddime jako
piiklady dvou ruznych typu heuristik.

Prvni z nich, metoda penalizaci, je typickym piikladem algoritmu, ktery nedd odpovéd vidy, ale
pokud umfi Fesen{ najit, pak je najde pfesné (tj. bud'to d4 piesnou odpovéd, nebo odpovi ,nevim*).

Naproti tomu algoritmus z odstavce 8.2 ,funguje® vidy, ale odpovéd, kterou da, je pouze aproximaci
presného feseni. Pokud hranové ohodnoceni grafu spliuje trojihelnikovou nerovnost, je mozno odvodit
horni odhad chyby (nejvyse dvojndsobek optima).

8.1 Metoda penalizaci

Vychodiskem nasich tivah bude nasledujici ziejmé tvrzeni.

Lemma 8.1. Podgraf H grafu G s n uzly je hamiltonovskou kruznici v G, pravé kdyz plati, ze H ma
n uzli, n hran, je souvisly a je pravidelnym grafem stupné 2.

Pokud z predchoziho lemmatu vynechdame pozadavek pravidelnosti stupné 2, obdrzime nésledujici
pojem.

Definice 8.1. Necht G je souvisly graf. Souvisly faktor grafu G, ktery ma stejny poéet hran i uzli, se
nazyva l-strom grafu G.

Je-li graf G hranové ohodnoceny, pak minimdlni 1-strom je takovy 1l-strom, pro néjz je souc¢et ohod-
noceni hran minimalni.

Vime, ze souvisly graf na n uzlech je stromem, pravé kdyz ma n — 1 hran. 1-strom tedy vznikne
pridanim jedné hrany ke stromu. Nésledujici tvrzeni ukazuje, ze minimalni 1-strom pak lze vytvorit
z minimalni kostry grafu pridanim té hrany, kterd nepatii do kostry a mé ze vSech takovych hran nejmensi
ohodnoceni.

Tvrzeni 8.1. Necht G je ohodnoceny graf, K je jeho minimdlni kostra a h € H(G) \ H(K) je takova
hrana, pro kterou w(h) = min{w(h’)| v’ € H(G) \ H(K)}. Pak graf T = K + h je minimdlni 1-strom
grafu G.

Ditkaz. Tvrzeni dokdzeme sporem. Necht tedy l-strom 7" neni minimélni, necht 1-strom 7" mé mensi
soucet ohodnoceni. 1-strom 7’ m4 pravé jednu kruznici C’ (coz plyne pifmo z definice 1-stromu). Tato
kruznice C’ obsahuje alespon jednu hranu, kterd neni v kostie K. Tuto hranu oznac¢ime h’'. Oznacme
K’ kostru K’ = T" — h/. Podle piedpokladu je w(T') < w(T). Podle konstrukce 1-stromu T plati, ze
w(h) < w(h'). Odtud ale plyne, ze

wK") =wT - k) <w(T - h) =wK),

a tedy kostra K nebyla minimalni, coz je spor. O

Poznamenejme, ze Tvrzeni 8.1 umoziuje najit minimaln{ 1-strom v polynomialnim ¢ase. Hamiltonovské
kruznice je zfejmé specidlnim piipadem 1-stromu, a proto je soucet ohodnoceni minimalniho 1-stromu
dolnim odhadem velikosti feSeni ptislusné tlohy obchodniho cestujiciho.

Nasledujici lemma dava zékladni ideu heuristiky pro feSeni problému obchodniho cestujiciho, které
budeme tikat metoda penalizaci.

Lemma 8.2. Necht G je ohodnoceny graf s hranovym ohodnocenim c¢;; a necht tq, ... ,t, je ohodnoceni
uzli grafu G. Zménime-li ohodnoceni grafu G tak, Zze ohodnoceni hrany {v;,v;} se zméni z ¢isla ¢;; na
cij + ti +t;, pak se nezméni feseni problému obchodniho cestujiciho, ale mohou se zménit minimalni
1-stromy:.
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Dikaz. Kazdy uzel je incidentni se dvéma hranami hamiltonovské kruznice. Zména ohodnoceni hran
proto vede ke zméné ohodnoceni viech kruznic o tutéz hodnotu, kterd je rovna dvojnasobku souctu cisel
t;. Pro 1-stromy ale nic podobného obecné neplati. O

Cisla t; budeme nazyvat penalizace uzli. Touto penalizaci se nezméni feseni problému obchodniho
cestujictho, ale je mozné se pokouset vhodnym penalizovanim ménit tvar uréeného minimélniho 1-stromu
tak, aby se stal kruznici.

Za miru odlisnosti 1-stromu 7' od kruznice budeme povazovat ¢islo D(T') = 3y p | degp(vi) — 2|,
nebot podle lemmatu 8.1 je 1-strom T kruznici, pravé kdyz D(T) = 0.

Jestlize pro uzel v; je degp(v;) > 2, a zvolime-li penalizaci uzlu v; kladnou, pak se ohodnoceni
hran vychézejicich z uzlu v; zvétsi, takze je mozné ocekavat, ze nékteré z nich v dusledku penalizace
z minimdlniho 1-stromu vypadnou, coz zpusobi pokles ¢isla degp(v;) — 2. Je-li degy(v;) = 1 (jiny mensi
nez 2 byt nemtze), volime naopak penalizaci uzlu v; zdpornou, abychom stupen uzlu zvétsili. I kdyz
penalizace muze ovlivnit stupné uzlu v 1-stromu zcela jinak, nez bylo zamysleno, jsou praktické zkusenosti
s touto metodou dobré.

Priklad. Ukézeme si, jak metoda penalizaci postupné méni minimalni 1-strom. Zde byla pouzita pe-
nalizace t; = 10(degy v; — 2).

6 8
Méjme dan nasledujici graf s hranovym
ohodnocenim, ve kterém jsme urcili mi- 11 2
’ 35 5 20
niméln{ kostru (je vyznacena silng). 4 3
7 8
6 8
e , . 11 2
Tuto minimélni kostru doplnime na mi- 35 5 20
nimélni 1-strom. 4 3
7 ) 8
6 g
Nalezeny minimélni 1-strom neni kruznici, 1 d
budeme tedy penalizovat vyse uvedenym 35 5 20
zpusobem. 4 3

16 18

11 32
Uréime nové ohodnoceni hran a nalezneme 15 35 0

novy minimalni 1-strom.
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16 18

Minimélni 1-strom opét neni kruznici, je @
tedy nutné znovu penalizovat. 15 1 32 35 0
4 23
OO
16 -2
. .. . . 21 22
Opét urcime nové ohodnoceni hran a na- 35 25 10
lezneme novy minimélni 1-strom. 14 23
17 8

Tento minimalni 1-strom je kruznici, nasli jsme tedy feSeni problému obchodniho cestujiciho.

Piipomeinime, %e metoda penalizaci je piikladem optimaliza¢ni heuristiky, kterd bud'to nalezne presné
feSeni, nebo fekne ,nevim“.

Algoritmus (schéma metody penalizaci)
Vstupni data - graf G s hranami ohodnocenymi &isly c;;. Ukolem je nalézt v grafu G minimdln{ hamilto-
novskou kruznici. V néasledujicim schématu budeme potfebovat pomocné proménné t;, z;.
1. Inicializace. Pro ¢ :=1,..., n polozme t; = 0.
2. Urceni minimdlntho 1-stromu. V grafu G, ve kterém se zméni ohodnoceni hran z hodnot ¢;; na
hodnoty ¢;; + t; + t;, uréime minimalni 1-strom 7.
3. Test ukoncend. Je-li T kruznice, vypocet konéi, T je hledand kruznice (KONEC).

4. Zmeéna penalizace. Pokud T neni kruznice, pro kazdé i := 1,..., n zvolime ¢islo z; a polozime
t; =t; + z;. Jdeme do bodu 2.

Miuze se stat, ze takto popsany postup opakuje cyklus bodii 2, 3, 4 neustéle, aniz by nalezl FeSeni, at
je tomu tak kvuli zadéni tlohy, nebo nevhodnymi zménami penalizace. Proto je tfeba do bodu 3 pfidat
mechanismus, ktery v takovém piipadé vypocet zastavi.

8.2 Kruznice malé vahy v tiplném ohodnoceném grafu

Uvazujme univerzalni obrébéci stroj, ktery umi délat n ruznych operaci (vrtani, fezdni, brouseni atd.).
K vyrobeni vyrobku je tfeba provést vSsechny operace a na jejich poradi nezalezi. Prestaveni stroje z
i-té na j-tou operaci trvd w;; Casovych jednotek. Ukolem je nalézt takové poradi operaci, pfi némz
se minimalizuje celkovd doba prostoju, zpusobenych prestavovanim stroje. Tato iloha se nazyva ,job
sequencing problem* (Cesky snad ,problém Fazen{ operaci) a lze ji zFejmym zpusobem pievést na tilohu
obchodniho cestujictho v ohodnoceném tuplném grafu, v némz uzly jsou operace a ohodnoceni hran je
déno ¢isly w;;. Je rozumné piedpoklddat, ze hranové ohodnoceni spliuje trojihelnikovou nerovnost

wij +wik > wik, Vi, j, k € U(G).

Algoritmus, ktery si ukdzeme, sice dd (néjaké) reseni vzdy, ale hamiltonovskd kruznice, kterou nalezne,
nemusi byt nutné optimalni.
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Algoritmus (hamiltonovskd kruznice malé véhy v tiplném ohodnoceném grafu s trojihelnikovou nerov-
nost{)

Vstup: Uplny graf G s s ohodnocenim w : H(G) — (0, 00), splitujicim trojihelnikovou nerovnost.

1. Najdeme minimélni kostru 7" grafu G.

2. Zvolime libovolny uzel v € V(G) a oéislujeme uzly grafu G v potradi prohleddvéani stromu 7' do
hloubky od uzlu v. Necht H je vyslednd posloupnost.

3. Polozime C = H,v.
Vystup: Kruznice C.

Piiklad. Méjme ohodnoceny tplny graf G, popsany matici W (G):

0 3 3 2 7 3
303 4 5 5
33 01 4 4
wiG) = 241 05 5
7 5 4 5 0 4
35645 40

Jedna z minimélnich koster grafu G méa mnozinu hran H(Ty) = {{u1,u2}, {v1, ua}, {v1, ue}, {us, us},
{us,us}}. Pii jejim prohleddvéni do hloubky dostaneme posloupnost uzlu Hy = uq,us, ug, us, ug, us a
odtud hamiltonovskou kruznici C7 = ujusuqugugusuy s véhou w(Cy) = 23.

Jind minimAln{ kostra tohoto grafu m& mnozinu hran H(Ts) = {{u1, us}, {u1, ue}, {ue, us}, {us, us},
{us, us}}; jeji prohleddvani do hloubky davé posloupnost uzlu Hy = uq,u4, us, uz, us, ueg a hamiltonovskou
kruznici Cy = ujuqugususuguy s vahou w(Cq) = 18.

Poznamenejme, ze kruznice Cs je optimédlnim feSenim dané lohy.

Nasledujici tvrzeni ukazuje, jak kvalitni odhad optimdlniho FeSeni tento algoritmus dava.

Véta 8.1. Necht G je ohodnoceny tiplny graf s ohodnocenim, spliiujicim trojihelnikovou nerovnost, C"
Jje hamiltonovska kruznice malé vahy v G, vytvorena nasim algoritmem, a C je minimalni hamiltonovska
kruznice v G (tj. FeSeni dlohy obchodniho cestujicitho v G). Pak plat{

w(C") < 2w(C).

Ditkaz. Necht C je optimalni hamiltonovskd kruZnice v grafu G, a ¢’ je hamiltonovskd kruznice,
vytvorend nasim algoritmem. Je-li 7" minimalni kostra grafu G, pak jisté plati

w(T)= Y wh) <w(C),
heH(T)

nebot vyjmutim jedné hrany z C' dostaneme kostru G, ale T je minimdlni kostra.
Necht W je uzavieny sled, uréeny prohleddvanim kostry 7' do hloubky. Pak W prochéz{ kazdou hranou
kostry T pravé dvakrat. Tedy

wW)= Y wh)=2w(T) < 2uw(C).
heH (W)
Povsimneme si nyn{ toho, ze kruznici C’ lze z T sestrojit tak, ze pii zpétném chodu backtrackingu
opakované misto kazdé dvojice nasledujicich hran pouzijeme piislusnou chordu. Pti kazdé nahradé dvojice

hran {x,y}, {y, 2z} jedinou hranou {x, z} ale plati w(z,z) < w(z,y)+w(y, 2), a tedy suma ohodnoceni se
nezvétsuje. Proto w(C’) < w(W), odkud

w(C") < w(W) < 2w(C). O
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Poznamka. Uvazujme néjaky optimalizaéni problém. O polynomidlnim algoritmu, ktery pro kazda
pripustna vstupni data poskytne priblizné feseni, jehoz védha je nejvyse k-nasobkem véhy optimélniho
feSeni, fikdme, ze je polynomidini k-aprorimaci daného problému. Véta 8.1 tedy tik4, ze nas algoritmus je
polynomialni 2-aproximaci pro lohu obchodniho cestujiciho v iplném grafu s trojihelnikovou nerovnosti.
Nésledujici tvrzeni ukazuje, ze bez predpokladu trojihelnikové nerovnosti nic takového nelze ocekavat.

Véta 8.2. Je-li P # NP, pak pro zadné prirozené ¢islo k neexistuje polynomialni k-aproximace ulohy
obchodniho cestujiciho v 1iplném ohodnoceném grafu.

Diikaz. Nejprve zavedeme nasledujici oznaceni.

k-TSP (k-aproximaé¢ni problém TSP)

Vstup: tplny graf G s hranovym ohodnocenim w : H(G) — (0, 00) a piirozené ¢islo k > 2.

Ukol: najit kruzmici ¢’ v G takovou, ze w(C’) < k- w(C), kde C' je optimélni Feseni tilohy obchodniho
cestujictho v grafu G.

Vystup: kruznice C".

Je zfejmé, ze polynomialni k-aproximace tlohy obchodniho cestujiciho v iplném ohodnoceném grafu by
dévala polynomiéln{ algoritmus pro tlohu k-TSP. K dikazu véty tedy postaéi najit polynomialni prevod
HAM « k-TSP,

tj. ukdzat, ze problém k-TSP je NP-tézky pro kazdé prirozené k.

Necht je tedy dan graf G na n = |U(G)| uzlech (o némz mame rozhodnout, zda je hamiltonovsky), a
libovolné prirozené &islo k. Grafu G pfifadime dplny ohodnoceny graf G), nasledujicim pfedpisem:

U(Gy) =U(G),

UG
H(G) = ("),

pro h € H(G,,) polozime w(h) = { 1 pokud h € H(G),

kn+1 jinak.
Nyni je ziejmé, ze

e je-li graf G hamiltonovsky, pak v G, existuje kruznice védhy n, a tedy kazda k-aproximace optima
tlohy obchodniho cestujictho v G, mé véhu nejvyse kn,

e jestlize G neni hamiltonovsky, pak kazda kruznice v G), obsahuje alespon jednu hranu s véhou
kn + 1, a tedy m4 vahu alesponi (n —1)-1+1-(kn+1) = (k+ 1)n.

Pomoci vystupu z problému k-TSP na grafu G, tedy muzeme rozhodnout, zda je graf G hamiltonovsky:
je-li vystupem k-TSP na G, kruznice C’, pak G je hamiltonovsky, pravé kdyz w(C’) < kn.

Zbyvéa ovérit, ze ptevod HAM « k-TSP je polynomiélni, ale to je zfejmé. O

Na zdvér tohoto odstavce si uvedeme jesté jeden (jesté jednoduss{) algoritmus, o némz lze také dokézat,
ze za predpokladu trojuhelnikové nerovnosti poskytuje polynomidlni 2-aproximaci tilohy obchodniho ces-
tujictho. Dukaz lze nalézt napt. v knize [7].

Algoritmus (hamiltonovskd kruznice malé vdhy v tiplném ohodnoceném grafu s trojihelnikovou nerov-
nost{ IT)

1. ¢:=1.

2. Zvolme libovolny uzel u; a polozme C; = ({u1},0).
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3. Je-li i < n, nalezneme uzly v; € U(G) \ U(C;) a u; € U(C;) takové, ze w(u;,v;) je minimélni,
jinak KONEC.

Sestrojme C; 11 vlozenim uzlu v; do kruznice C; pted uzel u;.

AN

1:=1+ 1, zpét na 3.

Poznamka. Uvedeny algoritmus je v podstaté postupem z ,rodiny“ hladovych algoritmu.

Priklad. Me¢jme ohodnoceny tplny graf G, popsany matici W(G):

0 3 3 2 7 3
30 3 4 5 5
33 01 4 4
w(G) = 241 05 5
75 4 5 0 4
3 545 40

Zvolme vychozi uzel, napf. ten, ktery je reprezen-
tovdn prvnim sloupcem (nebo Fadkem, matice je
symetrickd). Vytvofili jsme jednouzlovou kruznici
C1 = uy. Ze vsech nenulovych ¢&isel v pfislusném
fadku nebo sloupci vybereme to nejmensi - nalez-
neme uzel uy - viz krok 3.

W I NN Wwo
LU WO W
o= O WwWw
T Ot O =N
= O Otk Ot
O = U Ot W

Vytvorili jsme novou kruznici Co = uj ug u1. Nyni
hleddme minimum v fadcich 1 a 4 (vynechdme
pfitom sloupce 1 a 4, nebot kazdym uzlem projdeme
pravé jednou). Tak nalezneme uzel ug, ktery je da-
nou hranou spojen s uzlem, v jehoz fadku jsme tento
prvek nasli. Je to ¢tvrty fadek, tedy w(us,uq) = 1.

WD W WO
T W O W
B O W oW
GO N
B O Ol ot g
O Ol O W

Ziskame kruznici C3 = wuj ugugup. Podle kroku 4
v nasem algoritmu jsme dali novy uzel pied ten,
s nimz je spojen danou hranou s minimalnim ohod-
nocenim. Opét hleddme minimalni prvek, tentokrat
v tadcich 1, 3, 4 s vynechanim stejnych sloupcu. Na-
lezneme uzel ug v 1. fadku. Zde jsme méli nékolik
moznosti, vybrali jsme tu prvni.

W WWwo
L WO W
AR - O wow
AN O AN
NS BN WP
O R U Ul W

Opét vytvorime novou kruznici Cy = uj uzug ugug. V dalsich krocich bychom pfidali oba zbylé uzly a
vytvorili tak kruznici Cs = uq us ug ug u2 ug u1. Cena této kruznice w(Cg) = 24. Neni to vsak optimdln{
feseni, to mé cenu w(C) = 18 a pifslusnd kruzmice je C' = ug uq us us us ug u1. V matici W(G) se jednd o
silné vyznacené prvky:

03 3 2 7 3
303 4 5 5
33 01 4 4
w(G) = 2 41 0 5 5
7T 5 4 5 0 4
3 545 40
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